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Yorwort. 



Aufser den elementaren Vorlesungen Steiners, welche 
Geiser unter dem Titel „Die Theorie der Kegelschnitte in 
elementarer Darstellung" herausgegeben hat, besitzt die deutsche 
Literatur kein Werk, welches die Eigenschaften der Kegel- 
schnitte einheitlich und elementar darzustellen versucht. Und 
auch die Steiner'schen Vorlesungen erfüllen nur teilweise diesen 
Zweck, denn sie schliefsen die Behandlung der Polareigen- 
schaften und der Kegelschnittbüschel und Kegelschnittscharen 
fast gänzlich aus. Das vorliegende Buch unternimmt es, in 
elementarer Form einen grofsen Teil der bekannteren Kegel- 
schnitteigenschaften zu entwickeln. Der Begriff elementar steht 
hier im Gegensatz zu projektivisch. Gewöhnlich versteht man 
unter elementar-geometrischer Behandlung diejenige, die sich 
nur auf Kongruenz und Ähnlichkeit stützt; beide versagen aber 
oder lassen sich nur auf grofsen Umwegen dann zur Geltung 
bringen, wenn es sich um harmonische oder involutorische 
Beziehungen handelt. Daher sind im vorliegenden Werke die 
einfachen Eigenschaften der harmonischen und involutorischen 
Gebilde dem Gebiete der elementaren Geometrie zugezählt, was 
um so unbedenklicher erscheint, da sie sich als leichte Folge- 
rungen der Eigenschaften ähnlicher Figuren erweisen. Das 
harmonische Gebilde ist die Grundlage der neueren Geometrie. 
Wie es in der projektivischen Geometrie mittelbar zur An- 
wendung kommt, denn projektivische Gebilde sind solche, in 
denen harmonischen Elementen wieder solche Elemente ent- 
sprechen, so soll es in vorliegendem Buche unmittelbar benutzt 
werden. Als bequemste Form zu seiner Anwendung ergab sich 
die schon von Moebius aufgestellte harmonische Verwandt- 
schaft, eine durchaus elementare, durch den Begriff des har- 
monischen Gebildes vermittelte Beziehung zwischen den Punkten 
und Geraden der Ebene. Dieselbe wird in ausgedehntem Mafse 
zur Übertragung der Kreiseigenschaften auf Kegelschnitte an- 
gewendet. Deshalb erschien es notwendig diese Eigenschaften 
im Zusammenhange und ausführlich abzuleiten. Da dieselben 
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zum grofsen Teile harmonischer Natur sind, so wurde die 
Theorie des harmonischen Gebildes an die Spitze gestellt. Ihr 
reihen sich an die harmonischen und polaren Eigenschaften 
der Kreise und Kreisbüschel. Letztere führen zur Involution, 
die wegen ihrer grofsen Wichtigkeit eingehend behandelt wurde. 
Dann folgen die Theorie der Ähnlichkeitspunkte und die Kreis- 
verwandtschaft. Diese hat ihren Grund in den Eigenschaften 
der harmonischen Pole eines Kreises und wurde zuerst von 
Plücker (1834) unter dem Namen „Prinzip der reciproken 
Radien" und dann von Moebius (1853) als „Kreisverwandtschaft" 
aufgestellt. In eingehender Weise ist letztere von Reye (1879) 
in seiner Kugelgeometrie benutzt worden, um das erweiterte 
Berührungsproblem des ApoUonius zu lösen: „Einen Kreis zu 
konstruieren, welcher drei gegebene Kreise unter gegebenen 
Winkeln schneidet." Dieselbe Verwandtschaft ist von Taylor 
benutzt worden, um den Feuerbach^schen Satz zu beweisen, 
dafs der Mittelkreis eines Dreiecks von seinen Berührungs- 
kreisen berührt wird und von Petersen „Methoden und Theorien" 
1879, um die berühmte Aufgabe zu lösen: „In einen Kreis ein 
w-Eck zu zeichnen, dessen Seiten durch gegebene Punkte gehen." 

An die Spitze der Theorie der Kegelschnitte wurde der 
Satz gestellt: „In jeder harmonischen Verwandtschaft, die den 
Mittelpunkt eines Kreises zum Centrum hat, ist dem Kreise 
ein Kegelschnitt verwandt, welcher den Kreismittelpunkt zu 
einem Brennpunkte hat." Daraus ergeben sich gleichzeitig die 
Brennpunktseigenschaften und die Polarentheorie der Kegel- 
schnitte. Aber auch in jeder beliebigen harmonischen Ver- 
wandtschaft ist dem Kreise ein Kegelschnitt verwandt. Da 
sich nun durch harmonische Verwandtschaft ein beliebiges Fünf- 
eck in ein Kreisfünfeck verwandeln läfst, so fliefst daraus der 
fundamentale Satz, dafs ein Kegelschnitt durch fünf seiner 
Punkte bestimmt ist. Soviel Analogien in ihrer Wirkung die 
harmonische Verwandtschaft auch mit der räumlichen Central- 
projektion besitzt, so hat die erstere den Vorzug, planimetrische 
Eigenschaften ohne räumliche Betrachtungen darzulegen und 
sich auf die Theorie der Oberflächen übertragen zu lassen. 

Diejenigen Kreise, die bei der Erzeugung der Kegelschnitte 
benutzt werden, der Scheitelkreis, die Leitkreise oder irgend ein 
Kreis um einen Brennpunkt, erscheinen in verschiedenen Ab- 
bildungen als Bilder des Kegelschnittes. Dadurch aber erhält 
man neue Mittel die harmonischen Eigenschaften des Kreises 
auf den Kegelschnitt zu übertragen. 

Nachdem der Kegelschnitt als harmonische Kurve des 
Kreises betrachtet ist, werden die einzelnen Arten der Kegel- 
schnitte auf verschiedene Weise erzeugt und die hauptsäch- 
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liebsten Eigenschaften derselben^ um ibre gegenseitige Ab- 
bäDgigkeit mögliebst aufzudecken, aus jeder Erzeugungsart 
besonders abgeleitet. 

Zunächst wurden die Eigenschaften der Parabel aus ihrer 
Erzeugung als Ort eines Punktes, der von einem festen Punkte 
und einer festen Geraden gleiche Abstände hat, entwickelt. 
Diese Erzeugungsart läfst sich in doppelter Weise verallge- 
meinern; entweder tritt für die feste Gerade ein fester Kreis 
oder für das Verhältnis 1 der Abstände ein beliebiges anderes 
Verhältnis ein. Die so erhaltenen Orter sind Ellipsen oder 
Hyperbeln. Die letztere Erzeugungsart, die sich auch un- 
mittelbar aus der harmonischen Beziehung zwischen Kreis und 
Kegelschnitt ergiebt, ist besonders fruchtbar. Sie führt leicht 
zu einer direkten Ableitung der Polareigenschaften, sowie zu 
den Beziehungen zwischen dem Kegelschnitte und den ihn 
doppelt berührenden Kreisen, welche Steiner im Crelle'schen 
Journal mitgeteilt hat. Diese Kreise hat man wegen der 
Analogie mancher ihrer Eigenschaften mit denen der Brenn- 
punkte Brennkreise genannt. So führen sie besonders zu einer 
Verallgemeinerung der letzten Erzeugungsart, da der Kegel- 
schnitt als Ort eines Punktes erscheint, dessen Abstand von 
einer festen Geraden zu seiner Tangente oder kürzesten Sehne 
an einen festen Kreis in einem bestimmten Verhältnisse steht. 
Von den Berührungskreisen des Kegelschnittes werden aufser 
den doppelt berührenden Kreisen noch die Krümmungskreise 
näher untersucht und die Steinersche und Newtonsche Kon- 
struktion ihrer Mittelpunkte sowie die bekannteren Ausdrücke 
ihrer Radien abgeleitet. 

Unter den Kegelschnittkonstruktionen sind in grofserer 
Zahl solche behandelt worden, für welche Hauptelemente, also 
Axen, Brennpunkte, Leitlinien, Durchmesser gegeben sind. Um 
jedoch die Bedeutung der Polareigenschaften recht hervortreten 
zu lassen, sind mit alleiniger Benutzung derselben die Kon- 
struktionen der Kegelschnitte aus gegebenen Punkten und 
Tangenten durchgeführt. 

Im dritten Abschnitte werden die wichtigsten Eigenschaften 
der Kegelschnittbüschel und Kegelschnittscharen mit reellen 
und imaginären Grundelementen untersucht Hat ein Büschel 
zwei oder vier imaginäre Grundpunkte, so läfst es sich durch 
harmonische Verwandtschaft in ein Kreisbüschel verwandeln und 
die Eigenschaften des ersteren lassen sich aus denen des letz- 
teren folgern. Aber auch in dem Falle von vier reellen Mittel- 
punkten führt die Anwendung der harmonischen Verwandtschaft 
sofort zu dem Hauptsatze, dafs die Kegelschnitte des Büschels 
jede Gerade in einer Involution schneiden, aus welchem Satze 
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sich dann leicht die Polareigenschaften des Büschels ergeben. 
Durch Zurückführang auf besonders anschauliche Lagen der 
Kegelschnitte eines Büschels mittelst der harmonischen Ver- 
wandtschaft lassen sich unschwer die Arten der Kegelschnitte 
erkennen, die in einem Büschel enthalten sind. Besonders her- 
vorgehoben sind solche Eigenschaften, denen analoge Eigen- 
schaften von Kreisbüscheln entsprechen, so namentlich die Be- 
ziehungen zwischen konjugierten Kegelschnittbüscheln. Die 
Eigenschaften von Kegelschnitten, die sich doppelt berühren, 
sind ausführlich entwickelt und auch hier wieder ist auf die- 
jenigen besonders Rücksicht genommen, die als Verallgemei- 
nerungen von Kreisbeziehungen, namentlich Eigenschaften der 
Potenzlinie, erscheinen. So erkennt man das Berührungsproblem 
des ApoUonius als einen speziellen Fall der Aufgabe: „Es sind 
drei Kegelschnitte C^G^C^ gegeben, welche einen vierten K 
doppelt berühren; man soll einen fünften S konstruieren, der 
K doppelt und C^C^G^ einfach berührt." 

Wie das cyklische-Polarsystem (44) als Kernkurve einen 
reellen oder imaginären Kreis hat, so enthält ein beliebiges 
Polarsystem, dessen Konstruktion auf den involutorischen Eigen- 
schaften der Axen beruht, als Kernkurve einen reellen oder 
imaginären Kegelschnitt, letzteren, wenn die Involutionen auf 
beiden Axen imaginäre Doppelpunkte haben. Das Polarsystem 
führt in einfachster Weise nochmals zu den Polareigenschaften 
der Kegelschnittbüschel, auch solcher, deren Individuen ima- 
ginär sind. 

Nachdem bis dahin das harmonische Gebilde unmittelbar 
zur Erforschung der Kegelschnitteigenschaften angewendet ist, 
wird es im vierten Abschnitte nach Reyes Vorgang zur Her- 
stellung projektivischer Gebilde benutzt, um dem Leser Ge- 
legenheit zu geben, sich mit den fundamentalen Gesetzen der- 
selben, die ja die Grundpfeiler unserer höheren Geometrie sind, 
vertraut zu machen und ihn die Bedeutung derselben für die 
Theorie der Kegelschnitte erkennen zu lassen. 

Den Schlufs bildet eine Anzahl von Sätsfen und Aufgaben, 
welche teils die gegebenen Theorien erweitern, teils den 
Übungsstoff zu ihrer Anwendung bieten sollen. — 

Für die Ausarbeitung des vorliegenden Werkes war zu- 
nächst der Umstand mafsgebend, dafs wir keine ausführliche 
elementare Darstellung der Theorie der Kegelschnitte besitzen, 
dann aber auch der Wunsch des Verfassers, den mathematischen 
Fachgenossen, den Lehrern an den Gymnasien und Realschulen, 
bei etwaiger Durchnahme der Kegelschnitte die Bekanntschaft 
mit den elementaren Methoden derselben zu vermitteln. Wohl 
nur wenige von ihnen werden Gelegenheit gehabt haben, ein 
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Kolleg über elementare Geometrie zu hören; die Vorlesungen 
über projektivische Geometrie bieten aber keinen genügenden 
Ersatz. Sie liefern keine Methoden, die der zukünftige Lehrer 
an der Schule verwenden könnte, beanspruchen ein hoch ent- 
wickeltes Anschauungsvermögen, das der Studierende häufig 
von der Schule nicht mitbringt und werden deshalb vielleicht 
nicht mit demjenigen Eifer und Interesse gehört, den diese 
gröfste und durchaus deutsche Schöpfung der Mathematik zu 
verlangen ein Recht hat. 

Es ist einer der schwersten Vorwürfe, den man dem geo- 
metrischen Unterrichte unserer Schulen zu machen berechtigt 
ist, dafs ihm noch oft die notwendige konstruktive Grundlage 
fehlt; in Folge dessen wird die Bildung der räumlichen An- 
schauungskraft vernachläfsigt und so keine Lust zu geometri- 
schen Studien geweckt. Der Studierende wendet Kraft und 
Neigung der Analysis zu und, wenn er einst als Lehrer an 
die Schule kommt, wird auch er keine Geometer erziehen. 
Und doch kann gerade die Geometrie wegen ihrer anschauungs- 
bildenden Kraft durch keine andere Wissenschaft ersetzt werden. 
— Die elementar -synthetische Behandlungs weise der Kegel- 
schnitte hat bis jetzt im Ganzen wenig Sympathien; man ist 
sogar soweit gegangen, dieselbe als schwerfällig und deshalb 
ungeeignet für den Schulunterricht zu erklären. Vielleicht 
gelingt es der vorliegenden Bearbeitung, die mit elementaren 
Methoden auch tiefer liegende Eigenschaften der Kegelschnitte 
ohne Schwierigkeit zu entwickeln vermag, jene Ansichten 
zu widerlegen und dadurch mittelbar für eine allgemeinere 
Einführung der Kegelschnitte in den Unterrichtsstoff unserer 
Schulen zu wirken. Die neuere Geometrie, also namentlich 
die Eigenschaften des harmonischen Gebildes, der Potenzlinien 
und Ahnlichkeitspunkte, also ungefähr der Inhalt der von 
Steiner im Jahre 1833 herausgegebenen kleinen Schrift: „Die 
geometrischen Konstruktionen ausgeführt mittelst der geraden 
Linie und eines festen Kreises, als Lehrgegenstand auf höheren 
Unterri^htsanstalten" ist längst in den mathematischen Lehr- 
plan unserer Schulen aufgenommen. Zu jedem Lehrstoffe ge- 
hört aber der notwendige Übungsstoff. Ohne denselben wird 
er trocken und dürftig. Ein Blick aber auf unsere Aufgaben- 
sammlungen, auf die Themata der Abiturientenprüfungen zeigt 
sofort, dafs nur selten jene schönen Theorien entsprechende 
Anwendung finden. Und doch mufs, wenn der geometrische 
Unterricht unserer Schulen die ihm gebührende Stellung ein- 
nehmen soll, das harmonische Gebilde nicht wie bisher als 
Zweck, sondern als Mittel für jeden weiteren Fortschritt be- 
trachtet werden. Die zahlreichen und so einfachen Anwen- 
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düngen lassen es geradezu als den Mittelpunkt des geometriseben 
Pensums der oberen Klassen erkennen. Von diesem Gesichts- 
punkt aus hat der Verfasser der vorliegenden Schrift ein Schul- 
buch unter dem Titel: „Die Geometrie für Gymnasien und 
Realschulen. Ein Lehr- und Übungsbuch, bearbeitet von 
A. Milinowski. Leipzig bei Teubner" erscheinen lassen, welches 
namentlich auch eine kurze Darstellung der Kegelschnitte ent- 
hält und zu den einzelnen Abschnitten der neueren Geometrie 
ausreichenden Übungsstoflf bietet. In keinem derselben flielsen 
aber die Aufgaben so zahlreich, leicht und einfach, wie in 
demjenigen, der die Kegelschnitte behandelt. Erst die Theorie 
der letzteren giebt für viele Kreiseigenschaften die ausreichende 
Erklärung und wird dadurch zum notwendigen Schlufsstein 
der elementaren Geometrie. In diesem Sinne, stets Rücksicht 
nehmend auf die Bedürfnisse der Fachgenossen, ist das vor- 
liegende Buch bearbeitet worden. 

Unter den Schriften, die mir vielfache Anregung und 
Unterstützung geboten haben, nenne ich diejenigen von Kortum, 
Pfaff, Hankel, Weinmeister, Petersen, Taylor, namentlich aber die 
Werke von Schroeter, Reye und Salmon-Fiedler. Das Studium 
der letzteren, die zum Teil denselben StoflF, aber projektivisch 
oder analytisch behandeln, dürfte durch mein Buch vorbereitet 
und wesentlich erleichert werden. Dasselbe wird, so hoffe ich, 
allen denen nicht unwillkommen sein, welche Neigung oder 
Veranlassung haben, sich mit der elementaren Theorie der 
Kegelschnitte zu beschäftigen. Und so übergebe ich dasselbe 
dem wohlwollenden Urteile der Fachgenossen mit dem Wunsche, 
es möge der elementar-synthetischen Forschung Freunde und 
Anhänger erwerben, 

Weifsenburg i. Elsafs, November 1881. 

Milinowski 



Inhalt. 
Erster At)schnitt. 

Gerade und Kreis. 

S€ite 

§ 1. Das harmonische Gebilde 1 

§ 2. Harmonische Eigenschaften des Kreises 8 

§ 3. Kreisbüschel 13 

§ 4. Involution * 16 

§ 5. Die Ähnlichkeitspunkte 31 

§ 6. Die Kreisverwandtschaft 45 

§ 7. Die harmonische Verwandtschaft 54 

§ 8. Anwendungen der harmonischen Verwandtschaft .... 64 

§ 9. Die harmonische Abbildung 76 

§ 10. Die Polarisation 78 



Zweiter Abscbnitt. 

Die Kegelschnitte. 

§11. Der Kegelschnitt als harmonische Kurve des Kreises. ... 81 

§12. Fol und Polare beim Kegelschnitte 86 

§ 13. Konjugierte Punkte und Strahlen 87 

§ 14. Bestimmung der Kegelschnitte durch Punkte und Tangenten 91 

§ 15. t)ie Brennpunkte 49 

§ 16. Konstruktion der Kegelschnitte aus gegebenen Punkten und 

Tangenten 105 

§ 17. Poldreiecke 109 

§ 18. Die Parabel 119 

§ 19. Ellipse und Hyperbel 133 

§ 20. Die Berührungskreise eines Kegelschnittes 189 

§ 21. Konstruktion von Kegelschnitten 216 



Dritter Abschnitt. 

Kegelschnittbüschel und Kegelschnittschar. 

§ 22. Das Kegelschnittbüschel mit vier reellen Grundpunkten . . 249 
§ 23. Die Kegelschnittschar mit vier reellen Tangenten .... 255 



XII Inhalt 

Seite 

§ 24. Gemeinscliaftliclie Pankte und Tangenten 261 

§ 25. Das Eegelschnittbüschel mit zwei und vier imaginären 

Grundpunkten 268 

§ 26. Die Kegelschnittscbar mit zwei und vier imaginären Tangenten 293 

§ 27. Kegelschnitte in doppelter Berührung 307 

§ 28. Das Polarsystem 323 



Vierter Abschnitt. 

§ 29. Die projektivischen Gebilde 363 

Sätze und Aufgaben 379 



Erster Abschnitt. 
Gerade und Kreis. 

§ i: 

Das harmonlBelie Gebilde. 

1. Auf einer Geraden sei AB eine Strecke und C ein 
Punkt innerhalb oder aufserhalb derselben. Seine Entfernungen 
AC und BC von den Endpunkten der Strecke heifsen die 
Abschnitte derselben. 

2. Eine feste Gerade a hat mit einer beweglichen x, die 
sich um einen festen Punkt A dreht; in jeder Lage der 
letzteren einen Schnittpunkt. Nur in der parallelen Lage giebt 
es keinen Schnittpunkt. Um jedoch diese Ausnahme zu be- 
seitigen, giebt man auch parallelen Geraden einen Schnittpunkt 
im Unendlichen, so dafs ganz allgemein der Satz gilt: „L:gend 
zwei Gerade einer Ebene haben einen Schnittpunkt." Da es 
durch A nur eine Parallele zu a giebt, so folgt noch: 

a. Jede Gerade hat nur einen unendlichen fernen Punkt 

b. Alle unendlich fernen Punkte eitler Ebene liegen auf 
einer Geraden g^ (der unendlich fernen Geraden). 

Denn die Verbindungsgerade zweier unendlich fernen 
Punkte kann sich nicht ins Endliche erstrecken, weil eine 
Gerade nur einen unendlich fernen Punkt hat. 

3. Eine Strecke AB in zwei Abschnitte m teilen, die in 
einem bestimmten Verhältnisse m : n stehen. 

Man ziehe durch A und B zwei parallele Gerade, schneide Fig. i. 
auf ihnen AEiBF^^min ab, mache BG = BF, ziehe 
EF und EGy so sind C und 2) die gesuchten Teilpunkte. 
Denn aus ähnlichen Dreiecken folgt 

MiLiNOWBKi, Kegelschnitte. 1 
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ÄC : BC = AE : BF = m : n 
ÄD:BD==ÄE:BG = m:n 
Es bleibt noch nachzuweisen, dass es aufser C und D 

keine Pjunkte giebt, 
welche AB im Ver- 
hältnisse von m : n 
teilen. Zieht man 
^ durch D irgend eine 
Gerade, welche be- 
liebigen Parallelen 
Flg. 1. durch A und B in 

JE?i und 6ri begegnet, so verhält sich 

AE^ : BG, = AD:BD = m:n. 

Daraus folgt also^ dass die Parallelen durch A und B 
beliebig gewählt werden können; man gelangt stets zu dem- 
selben Punkte D. 

4. Die gestellte Aufgabe hat also zwei Auflösungen. 
Von den beiden Teilpunkten liegt der eine stets auf der 
Strecke, der andere auf der Verlängerung. Sie teilen die 
Strecke harmonisch. 

Eine Strecke AB ist demnach in C und B harmonisch 
geteilt j wenn sie innen und aufsen nach demselben Verhältnisse 
geteilt ist. Dabei ist zu berücksichtigen, dafs die Entfernungen 
des Teilpunktes von A gleichzeitig die ersten oder letzten 
Glieder der Verhältnisse sind. 

a. Ist AB in G und B harmonisch geteilt, so ist auch 
CD in A und B harmonisch geteilt. Denn aus der Proportion 

AC:BC=AD:BD 

folgt AC:AD=BC:BD 

Defshalb heifsen AB CD vier harmonische Punkte und 
sowohl A und JB, wie C und D ^umgeordnete Punkte. Die vier 
Punkte AB CD bilden eine harmonische Punktreihe, 

Im Folgenden werden zugeordnete Punkte stets neben ein- 
ander geschrieben. 

b. Liegt ein Punkt C in der Mitte zweier Punkte A und B, so 
liegt sein zugeordneter harmonischer im Unendlichen und umgekehrt 
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Setzt man in 3. m = n so fällt C in die Mitte von AB 
und D ins Unendliche. 

c. Ist AB in C und D harmonisch geteilt und in M 
halbiert, so ist MA? = MG . MB, 

Aus der Proportion ^G\BG=AB\BB folgt, (Fig. 1), 

AM+MG:BM— MG = AM + MB : MB — MB 
oder da AM= BM ist, durch Umformung 

AM:GM = BM:AM 
und AM^ = GM . BM 

d. Sind von den vier harmonischen Funkten ABGB drei, 
etwa ABGy gegeben, so folgt die Konstruktion von B aus Fig. 1, 
Rückt G nach B hin, so bewegt sich auch B nmh B und wenn 
C mit B zusammenfallt, so fällt auch B mit B zusammen. 

Burchläuft der Punkt G die Strecke AB in der Richtung 
von A nach B, so durchläuft B von A aus in der Richtung 
von B nach A durch! s Unendliche die ganze Gerade, bis er gleich- 
zeitig mit G in B anlangt 

5. Vier Strahlen, welche einen Punkt S mit vier harmo- 
nischen Punkten ABGB verbinden, heifseu vier harmonische 
Strahlen und bilden ein harmonisches Strahlenbüschel 8 (ABGB), 
8 heifst der Scheitel des Büschels. Die durch zugeordnete 
Punkte gehenden Strahlen heifsen zugeordnete Strahlen. 

6. Die vier harmonischen Punkte ABGB verbinde man 
(Fig. 1) mit dem beliebigen Punkte E und schneide sie durch 
eine Transversale in A^B^ G^ B^. Durch B^ ziehe man JP^ G^ || FG 
so mufs Bj^Fj^ «= B^Gj^ sein, weil BF = BG ist. Daraus aber 
folgt, wegen der Konstruktion in 3., dafs A^B^G^B^ vier har- 
monische Punkte sind. Also: 

a. Zieht man zu einem von vier harmonischen Strahlen eine 
Parallele, so halbiert der ihm zugeordnete Strahl das von den 
beiden anderen begrenzte Stück der Parallelen. 

b. Vier harmonische Strahlen schneiden jede Transversale 
in vier harmonischen Punkten. 

c. Stehen zwei zugeordnete Strahlen auf einander senkrecht, 
so halbieren sie die von den anderen gebildeten Winkel. 

Denn ist EA ± EB, so ist A BEF^BEG, und daher 
^ BEF = BEG. 
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d. HaMert ein Strahl den Winkel zweier anderen, so steht 
er a/uf dem ihm zugeordneten hannonisehen senkrecht (cf. c.) 

e. Wenn von vier Strahlen durch einen Funkt zwei auf- 
einmider senkrecht stehen und die Winkel der anderen halbieren, 
so sind es harmonische Strahlen, (et c.) 

f. Der Satz a. giebt eine einfache Konstruktion von vier 
harmonischen Strahlen. 

g. Die Aufgabe: „Zu drei Strahlen den vierten harmo- 
nischen zu konstruieren" löst man mit Benutzung von a. oder b. 

7. Beschreibt man über dem Abstände zweier zugeordneten 
harmonischen Pu/nkte als Durchmesser einen Kreis, so haben alle 
Punkte desselben von den beiden anderen zugeordneten Punkten 
ein konstantes Abstandsverhältnis. 




Fig. 2. 

Nach 6c. ist ^BEC==BED und daher ECiED 
= BC:BD. 

8. Zwei Strecken AB und CD auf einer Geraden durch 
ein Punktpamr harmonisch zu teilen. 

a. AB liegt ganz auf serhalb CD. 

über AC und BD zeichne man zwei Kreisbogen (Halb- 
kreise), deren Periphe- 
riewinkel sich zu 180^ 
ergänzen und sich 
schneiden; einer ihrer 
Schnittpunkte sei S. 
Halbiert man die Winkel 
ASB und CSD durch 
SE und SF, so teilen 
E und F die Strecken AB und CD harmonisch. 

J)2i.a = ß,y^8,ASC+BSD = a'\'ß+s + y + 8 + 6, 




Fig. 3a. 
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so ist /J + y + £ = 90«, also sind nach 6e. Ä {ABEF) und 
S {GBEF) harmonisch. 

Es erübrigt noch nachzuweisen, dass EF das einzige Punkt- 
paar ist, welches gleichzeitig AB und CB harmonisch teilt. 
Aus dem Vorigen ergiebt sich, dafs 8 auf dem Kreise über 
EF als Durchmesser liegt. Wählt man auf diesem beliebig 
einen Punkt X, so ist ^ AXG + BXB = 180«, also müssen 
alle Kreispaare durch AC und JBD, deren Peripherie winkel 
zusammen 180« betragen, sich auf dem Kreise über EF 
treffen und es ist EF das einzige Punktpaar, welches der 
Aufgabe genügt. 

b. CB liegt innerhalb AB (Fig. 3b.). 

Über AG und BB oder AB und BG beschreibe man zwei 

sich schneidende 
Kreisbogen von 
gleichem Periphe- 
riewinkel; ist S ein 
Schnittpunkt der- 
selben, so haben 
Fig. 3b. die Winkel A8B 

und C8B dieselben Halbirungslinien und diese teilen daher 
AB und GB in M und N harmonisch. 

Der Kreis über MN hat die Eigenschaft, dafs jedem 
seiner Punkte die Strecken AG und BB unter gleichen Winkeln 
erscheinen. 

Auf dieser Eigenschaft beruht die Auflösung der folgen- 
den Aufgabe: 

„Auf einer Geraden sind drei Strecken gegeben, man soll 
einen Punkt konstruieren, welchem dieselben unter gleichen 
Winkeln erscheinen." 

Sind ABj GBy EF drei Strecken einer Geraden, so 
konstruiere man die Kreise, von deren Punkten man AB und 
CB oder AB und EF unter gleichen Winkeln sieht. Von 
ihren Schnittpunkten erscheinen alle drei Strecken unter 
gleichen Winkeln. 

c. GB liegt teils innerhalb, teils aufserhalb AB. 

In diesem Falle hat die Aufgabe keine Lösung; das ge- 
suchte Punktpaar ist imaginär. 




g § 1. Das barmoniflche Gebilde. 

Zwei auf einer Geraden liegende Strecken besitzen dem- 
nach stets ein reelles oder imaginäres Punktpaar, welches 
beide harmonisch teilt. 

d. Der Endpunkt D der einen Strecke liegt im Unendlichen. 

Ist EF das teilende Punktpaar und D im Unendlichen, 
so ist CE = CF und nach 4 c. CE^ = CA . CB. 

9. Ein vollständiges Vierseit ist eine Gruppe von vier 
Geraden mit ihren sechs Schnittpunkten; es hat drei Diagonalen. 

10. Jede Diagonale eines vollständigen Vierseits wird durch 
die beiden anderen harmonisch geteilt. 

Das ^vollständige Vierseit sei ABCDEF mit den drei 

Diagonalen AC, BD, EF, 

Man denke sich zu AE, AF, AH und CE, CF, CH die 

vierten harmonischen Strahlen x und y konstruiert, welche 

AH und CH zugeordnet 
•^^ sind, so werden die 

Strahlen beider Büschel 
EF in vier harmoni- 
schen Punkten treflfen 
und da drei dieser Punkte, 
nämlich EFH, für beide 
Büschel dieselben sind, 
so müssen sich x und y 
in einem Punkte von 
EFj welcher dem Punkte 

H zugeordnet ist, treffen. Aus demselben Grunde müssen sich 

X und y auch auf BD schneiden, also fällt ihr Schnittpunkt 

mit demjenigen J von EF und BD zusammen. Es sind 

also BDGJ und EFHJ harmonisch. 

Das harmonische Büschel F (BDGJ) schneidet aber 

auch die Diagonale AC in der harmonischen Reihe ACGH. 

11. Der letzte Satz gestattet eine Anzahl von Konstruktionen 
nur mit Hilfe des Lineals auszuführen. 

a. Zu drei Strahlen den vierten harmonischen zu kon- 
struieren. 

Die drei Strahlen seien AE, AF, AH, Auf demjenigen 
AH, zu welchem der zugeordnete konstruiert werden soll, 
nehme man beliebig C, ziehe durch C zwei Gerade, welche 





Fig. 5. 
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die anderen beiden Strahlen in B und E^ B und F treffen, 
endlich BD und EF bis. zu ihrem Schnittpunkte J, so ist 
AJ der gesuchte Strahl. 

b. Zu drei Punkten den vierten harmonischen zu kon- 
struieren. 

Durch 6 b. zurückgeführt auf a. 

c. Durch einen gegebenen Punkt zu einer halbierten 

Strecke eine Parallele zu 
ziehen. 

Gegeben ist AB = BC 
und Punkt B. Auf AB wähle 
man jET beliebig, ziehe BE, 
CE, CD, AFxmA endlich DG. 
In dem vollständigen Vier- 
^ seit DEFG CA wird die Diago- 
nale AC von den beiden 
anderen DG und EF harmo- 
nisch geteilt. Da AB = BC, so mufs der Schnittpunkt von 
AB und DQ nach 4b. im Unendlichen liegen. 

d. Eine Strecke auf einer von zwei Parallelen zu halbieren 
(Fig. 5). 

e. Von einer Strecke AC auf einer von zwei Parallelen 
den dritten Teil abzuschneiden (Fig. 5). 

Man schneidet AF mit BD in J und AB mit EJ in 
H, so ist AH=^AC. 

Denn im vollständigen Vierseite EDFJAB wird AB 
durch EJ und DF in H und C harmonisch geteilt, also ist 
AH: BH = AC:BC =2:1. 

f. In ähnlicher Weise kann man nacheinander ^ AC, 
\ AC, ... abschneiden. 

g. Gegeben sind drei Gerade ahc, die nicht durch einen 
Punkt gehen, und ein Punkt Z); 'man soll durch D eine 
Transversale legen, welche ahc in solchen Punkten ABC 
schneidet, dass AB CD harmonische Punkte sind. 

a und c scheiden sich in E] man ziehe ED und kon- 
struiere zu a, c, ED den vierten harmonischen, ED zugeord- 
neten, Strahl. Er treffe h in JS; dann ist DB die verlangte 
Transversale. 
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h. Gegeben sind drei Punkte ABC, die nicht in gerader 
Linie liegen und eine Gerade d] man soll auf d einen Punkt 
bestimmen, dessen Verbindungslinien mit ABC solche Gerade 
abc sind; dass ab cd harmonische Strahlen sind. 



§.2. 

Harmonisohe Eigenschaften des Kreises. 

12. Zwei Punkte, welche den Durchmesser eines Kreises 
harmoniscli teilen, heifsen harmonische Pöle\ die Senkrechte 
in einem heifst die Polare des anderen und dieser ihr Pol, 

13. Der Badius ist die miUlere Proportionale umsehen den 
Entfernungen zweier harmonischen Pole vom MittelptmJcte, 

Folgt aus 4 c. 

14. Jede Sehne eines Kreises wird durch einen ihrer Punkte 
und seine Polare harmonisch geteilt. 

Der Durchmesser AB sei in C und B harmoniscli ge- 
teilt; in C sei auf AB die 
Senkrechte^ errichtet, welche 
die Polare von D ist und 
durch D eine beliebige Sehne 
EF gelegt, welche die Polare 
von D in (t schneidet, so 
sollen EFDG harmonische 
Punkte sein. 

In dem harmonischen 
Büschel E{ABCB) steht 
EA±EB, also ist <^ a = /3 

(6c.), daher auch BF = BH 
und y = Ä; also ist (6e.) C{EFGB) harmonisch. 

a. Die Polare eines aufserhalb des Kreises gelegenen PunJctes 
ist seine Berührungssehne. (4d.) 

b. Die Polare eines KreispunJctes ist seine Tangente. 

c. Die Polare des Mittelpunktes ist die unendlich ferne Ge- 
rade. (4 b.) 

15. Die Gerade, welche zwei DiagonalpunJcte eines vollstän- 
digen, Kreisvierecks verbindet, ist die Polare des dritten. 




Fig. 6. 
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Da die Sehnen AB und CD durch i^ und i?6r harmonisch 
geteilt werden^ so ist EG die Polare von F. 




Fig. 7. 

Drei Punkte von der Lage, dass die Verbindungslinie von 
zweien die Polare des dritten ist, sind die Ecken eines PoJr 
dreiecks. 

16. Wenn ein PimTct eine Gerade durchläuft, so dreht sich 
seine Polare um den Pol der Geraden. Fig. 7. 

I. F und / seien Pol und Polare, E sei ein beliebiger 
Punkt Ton f. Man ziehe EÄ, FAy FD und erhält die Schnitt- 
punkte J9 und C\ diese 
müssen wegen 14. und 10. 
*mit E in einer Geraden 
liegen, also ist FG die 
Polare von E. 

II. F und f seien Pol 
und Polare und E ein be- 
liebiger Punkt von f. 
Man ziehe OE, FL _L 
OE, so ist OK .0F = 
OL . OE = r^, also sind 
^«' ®- (13) E und L harmonische 

Pole und FL ist die Polare von E. 
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17. Irgend 0wei Tangenten eines Kreises werden durch einen 
Strähl ihres Schnittpunlctes und dessen Pol harmonisch getrennt 

Es seien Ä und a Pol 
und Polare, P sei ein Punkt 
auf a, PC und PD die Tan- 
genten durch ihn, B und 
A harmonische Pole. 

Die Vierecke BCMP 
und PDMP sind Kreisvier- 
ecke, also ist <^ CBP= CMP, 
BBP = BMP, CMP = 
BMP, also CBP^BBP 
^'«' '• und b[äPCB) harmonisch. 

18. Ber Schnittpunkt zweier Biagonalen eines. umgeschrid>en€n 
vollständigen Vierseits ist der Pol der dritten. 





Fig. 10. 

In dem Tangentenvierseit ABCBEF sind ACPQ und 
BBPE harmonisch (10), also muss nach 17. der Pol von ^jR 
sowohl auf -4C wie auf BB, mithin im Durchschnitte P liegen. 

19. Breht sich eine Gerade um einen Punkt, so durchläuft 
ihr Pol die Polare des Punktes. 

Beweis wie 16. 
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20. Die Polaren von vier harmonischen Punkten sind har- 
monische Strahlen, und die Pole von vier harmonischen Strahlen 
sind harmonische Punkte, 

Auf einer Geraden g seien AB CDyier harmonische Punkte; 
ihre Polaren schneiden sich im Pole G von g und stehen auf 
den Strahlen des Büschels 0(ÄBCD) senkrecht, wenn der 
Mittelpunkt des Kreises ist. Deshalb muss das Büschel der 
Polaren dem harmonischen Büschel 0(ÄBCD) kongruent sein. 

21. In jedem einem Kreise eingeschriebenen Vierecke schnei- 
den sich die Gegenseiten und die Tangenten in den Gegenecken 
in vier harmonischen Punkten. 

Die Diagonalen des eingeschriebenen Vierecks KGHI^s^^- 
schneiden sich in PQB, deshalb ist QB die Polare von P und 
die Pole der Diagonalen KH und Gl, d. h. die Schnittpunkte 
E und F der Tangenten in ihren Endpunkten müssen auf QB 
liegen. Da aber P{ABGH) nach 10. harmonisch ist, so müssen 
BQFE nach 20. auch harmonisch sein. 

22. In jedem einem Kreise umgeschriebenen Vierseite sind 
die Verbindungslinimx der Gegenecken und der Berührungspunkte 
auf den Gegenseiten vier harmonische Strahlen. 

Beweis wie in 21. an Fig. 10. 

23. Zwei Punkte, von denen jeder auf der Polare des 
anderen (16) liegt, heifsen konjugierte Punkte in Bezug auf 
den Kreis; zwei Strahlen, von denen jeder (19) durch den Pol 
des anderen geht, heifsen konjugierte Strahlen, 




24. Einem Punkte sind alle Punkte seiner Polare und einem 
Strahle alle Strahlen seines Poles konjugiert (16, 19). 
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Fig. IIa. b. 




— p 



25. Fällt man vom Mittelpunkte eines Kreises eine Senk- 
rechte auf eine Gerade, so ist das Produkt der Abstände ihres 
Fusspunktes von irgend iswei konjugierten Punkten dieser Geraden 
konstant. 

Es sei OQ ± p, 
P der Pol von p, PR 
_L J.0; dann sind A 
und A^ konjugierte 
Punkte und aus ähn- 
lichen Dreiecken folgt 
AQ:QO=:^QP:A,Q 
oder AQ.A^Q = QO. 
QP^QM^ = QN\ 

da ^ OMP=OMQ 
Fig. IIb. = 900. 

26. Wenn sich zwei Kreise so schneiden, dafs die Tangenten 
in einem, also in jedem Schnittpunkte, einen Winkel a bilden, 
so sagt man, die beiden Kreise schneiden sich unter dem Winkel a. 

27. Durch zwei har- 
monische Pole C und D 
eines Kreises sei ein 
Kreis M gelegt, welcher 
jenen in J5und F schneidet; 
dann ist (4c) OC.OD = 
OB^ = 0E\ also OE 
Tangente an Kreis M und 
OE J_ ME. Die Kreise 
und M schneiden sich 
also rechtwinklig. Berücksichtigt man noch, dass A und B 
konjugierte Punkte in Bezug auf den Kreis M sind, so folgen 
die Sätze: 

a. Jeder Kreis, welcher durch 0wei harmonische Pole eines 
andern gelegt unrd, schneidet diesen rechtmnklig, 

b. Der Kreis, welcher die Entfernung zweier conjugierten 
Punkte eines andern zum Durchmesser hat, schneidet diesen recht- 
winklig. 

Im Kreise ziehe man noch einen Durchmesser A^E^, 
welcher den Kreis M nicht trifft. Die Punkte D^ und C^ des 




Fig. 12. 
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Durchmessers Ä,M sind konjugiert in Bezug auf 0, weil 
ME^ = MDi^ = MA^ . MB^ ist, also sind A^ und B^ har- 
monische Pole für den Kreis M und da B^B^ JL A^My so ist 
B^B^ die Polare von A^ in Bezug auf den Kreis My folglich 
sind A^ und B^ konjugierte Punkte in Bezug auf diesen Kreis. 
Die imaginären Schnittpunkte der Geraden J-i-E^ und des Kreises 
M teilen also A-^B^ harmonisch. Es folgt: 

c. Wenn zwei Kreise sich rechtwinklig schneiden y so sind 
zwei diametrale Funkte des einen konjugiert in Bezug amf den 
anderen, 

§3. 
Ereisbüschel. 

28. Zieht man durch einen Punkt P beliebige Sehnen eines 
Kreises, so sind die Produkte aus ihren Abschnitten einander 
gleich und zwar gleich dem Quadrate der Tangente durch P 
oder gleich dem Quadrate seiner halben kürzesten Sehne, je 
nachdem er ausserhalb oder innerhalb des Kreises liegt. Dieses 
konstante Produkt heifst „die Potenz des Kreises im Punkte P." 




Flg. 18. 



29. Schneiden sich zwei Kreise und Oi in J. und J5, so 
so haben sie in jedem Punkte P von AB gleiche Potenz. Ein 
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Punkt, in welchem zwei Kreise gleiche Potenz haben, heifst 
ein Potenzpunkt derselben. Sind p und p^ seine Entfernungen 
von den Mittelpunkten, r und r^ die Radien der Kreise, so ist 
p^ — p^ = r* — r^, denn die Tangenten von P an die Kreise 
sind gleich. Haben und 0^ keinen gemeinschaftlichen Punkt 
und schneidet man sie mit einem Kreise K in CD und C^D^ 
so haben sie im Durchschnitte P von CD und C^D^ gleiche 
Potenz, denn PC . PD = PC^ . PD^ (28). Da mit veränder- 
lichem K auch P sich ändert, so giebt es unendlich viele kon- 
tinuierlich aufeinander folgende Potenzpunkte von und Oj. 
Alle diese Punkte liegen auf einer geraden Linie. Denn gäbe 
es auf CD ausser P noch einen Potenzpunkt P', und schneidet 
man mit P' C^ den Kreis 0^ noch in Di, so wäre P'C.P'D 
= P'Ci . P'D'i und es müssten die vier Punkte CDCxD[ auf 
einem Kreise liegen, dieser hätte mit K die drei Punkte CDC^ 
gemeinsam und muss daher mit ihm zusammenfallen; also fallen 
auch Dl und D[ und daher auch P und P' zusammen. Also : 

a. Der Ort der Potenzpunkte zweier Kreise ist eine Gerade 
und heisst die ,jPotenzlinie^^ oder der y,Potenzorif' der Kreise. 

Diese muss aus Symmetriegründen senkrecht zur Centrale 
stehen. 

b. Wenn zwei Kreise sich, schneiden^ so ist die gemeinschaft- 
liche Sehne ihre Potenzlinie. 

30. Die drei Potenzlinien dreier Kreise 00^0^ schneiden 
sich in einem Punkte, dem Mittelpunkte desjenigen Kreises der 
O^O^O^ rechtmnklig schneidet, — Orthogonalkreis — oder von 
O^O^O^ unter dem Durchmesser geschnitten wird. 

Denn der Schnittpunkt der Potenzlinien von 00^ und 0^0^ 
ist ein Potenzpunkt von OO^» 

Dieser Satz liefert ein bequemes Mittel zur Konstruktion 
der Potenzlinien zweier sich nicht schneidenden Kreise. 

31. Die Centrale 00^ schneidet diese Kreise inKFundEj^F^ 
und die Potenzlinie p in Q, dann ist QE . QF = QE^ . QF^. 
Konstruiert man ein Puuktpaar E^F^, so dass QE^ * QF^ 
== QE . QF, und über E2F2 als Durchmesser einen Kreis O2 so 
hat dieser mit und 0^ die Gerade |) zur Potenzlinie. Da es un- 
zählig viele Punktpaare wie E2F2 gibt, so gibt es auch unzählig 
viele Kreise, welche mit und Oj dieselbe Potenzlinie p haben. 
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Alle Kreise, welche dieselbe Potenzlinie haben, bilden ein 
jjKreishüschel/' Ihre Schnittpunkte, falls sie vorhanden sind 
heifsen GrundptmJcte. 

Der Punkt Q, in dem die Potenzlinie von der Centrale 
geschnitten wird, heisst der ^ßenträlpunM' des Büschels. 

32. Da zwei Kreise eines Büschels mit Grundpunkten ausser 
diesen keinen gemeinschaftlichen Punkt haben können, so kann 
durch irgend einen Punkt der Ebene nur ein Kreis des Büschels 
gehen. 

Sind und 0^ die beiden das Büschel bestimmenden Kreise 
und schneiden sich dieselben nicht, so lege man durch einen 
Punkt C2 einen Kreis K, der in C und D triflft, schneide die 
Potenzlinie von 00^ mit CD in P und -K'mit C2P in 2)3, lege durch 
G2D2 einen Kreis, dessen Mittelpunkt Og auf der Centrale 00^ 
liegt, so ist er derjenige Kreis des Büschels, welcher durch Cg geht. 

33. Auf der Potenzlinie p des Büschels (00^) sei ilf irgend 
ein Punkt; da er ein Potenzpunkt des Büschels ist, so sind 
die von ihm an die Kreise des letzteren gezogenen Tangenten 
einander gleich und es läfst sich um ihn ein Kreis legen, der 
alle Kreise des Büschels rechtwinklig schneidet. Er treffe p 
in G und H, so sind diese Punkte (27 c) konjugierte Punkte 
in Bezug auf alle Kreise des Büschels. Ist Q der Centralpunkt 
des Büschels, so ist auch QG .QH constant (25), also: 

a. Zwei Punicte der Fotenzlinie, welche honjvgiert sind für 
einen Kreis des Büschels y sind es für alle. 

Diese Eigenschaft hat aufser der Potenzlinie noch die un- 
endlich ferne Gerade. Sind G' und H' auf g^ konjugierte 
Punkte für den Kreis 0, also OG' 1.0H\ so ist auch 0^6?' 
l^O^H' also sind G' und JE?' auch konjugiert für 0^. 

Wenn der Punkt ijf die Potenzlinie^ durchläuft, so durchläuft 
der Kreis M eine Reihe von Kreisen, die von allen Kreisen des 
Büschels {00^ rechtwinklig geschnitten werden, also in jedem 
der Punkte 00^0^* . <. gleiche Potenz, deshalb die Centrale 00^ 
zur Potenzlinie haben und folglich ein Büschel (Jf ) bilden. Die 
beiden Kreisbüschel (0) und (Jf) heifsen ,^njugierte BüscheV^ 
und stehen in einer solchen Beziehung, dafs jeder Kreis des 
einen Büschels jeden des anderen rechtwinklig schneidet. 

Schneiden sich die Kreise und 0^, so liegen die End- 
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punkte EF und E^F^ ihrer Durchmesser auf der Centrale zu 
beiden Seiten des Centralpunktes und da sie in Bezug auf den 
Kreis M konjugierte Punkte sind, so kann 00^ diesen Ereis 
nicht schneiden. Haben aber und 0^ keine gemeinschaft- 
lichen Punkte, so liegen die Endpimkte EF und E^F^ auf 
derselben Seite von Q, also schneidet 00^ den Kreis M in 
denjenigen Punkten, welche jene Durchmesser harmonisch 
teilen. Hieraus folgt: 

b. Wenn die Kreise eines Büschels zwei gemeinschaftliche 
Funkte haben, so haben die Kreise des konjugierten Büschels 
keine gemeinschaftlichen Punkte und umgekehrt. 

In anderer Fassung: Wenn zwei Kreise sich schneiden, so 
trifft kein Orthogonalkreis derselben ihre Genkaie, wenn die Kreise 
sich nicht schneiden, so trifft jeder Orthogonalkreis ihre Centrale 
in denjenigen beiden Punkten, welche die auf ihr Hegenden Durchr- 
messer harmonisch teilen. 

Aus diesem Satze folgt eine andere Konstruction der Auf- 
gabe 8. 

34 Durch einen beliebigen Punkt Cg läfst sich nach 32. 
ein Kreis des Büschels legen; in diesem sei C^ der diametrale 
Punkt von Cg. Dann sind C^ und C^ konjugierte Punkte in 
Bezug auf alle Kreise OO^O^.*., also schneiden sich die Pola- 
ren von C^ in* Bezug auf diese Kreise in C^- 

Die Polaren eines Punktes in Bezug auf alle Kreise eines 
Büschels schneiden sich in einem Punkte. 

§4. 
Die Involution. 

35. Haben die Punktpaare AA^, BB^, CC^, ... zu einem 
Punkte Q eine solche Lage, dass QA,QAi = QB.QBi = 
QC . QCi = , . , ist und liegen je zwei Punkte eines Paares 
entweder immer auf derselben Seite oder immer auf verschie- 
denen Seiten von Q, so bilden die Punktpaare eine „Punkt- 
involution^^, Q heifst der „Gentralpunkt^^ und das konstante 
Produkt QA . QA^ die „Potenz der Involution.'^ 

Die Verbindungslinien eines Punktes mit den Punktpaaren 
einer Punktinvolution bilden die Strahlenpaare einer Strahlen- 
involution. 
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36. a. Alle Paare von hmjugiertm Funkten einer Geraden 
in Bezug auf einen Kreis bilden eine Involution. (25). 

b. Alle Faare von konjugierten Strahlen eines Punktes in 
Bezug auf einen Kreis bilden eine Involution. (23). 

c. Die Kreise eines Büschels schneiden jede Gerade in den 
Punk^aaren einer Involution, 

Denn alle Kreise haben im Schnittpunkte der Geraden 
mit der Potenzlinie gleiche Potenz. 

d. Durch die 'Punktpaare eimr Involution lassen sich die 
Kreise eines Büschels legen. 

Sind AA^y -^^i; CG^y.,, Punktpaare einer Involution 
mit dem Centralpunkte Q und legt man durch AA^ und BB^ 
zwei Kreise « und ß, die sich in S und T schneiden, so mufs die 
Potenzlinie /SjT durch Q gehen, weil Q ein Potenzpunkt der Kreise 
ist und ein durch 8 TG gelegter Kreis mufs auch durch C^ gehen. 

e. 2jwei Punktpa^re einer Involution bestimmen dieselbe. 
Zwei Involutionen auf einer Geraden haben daher höchstens ein 
gemeinschaftliches Punktpaar, 

Denn legt man durch sie zwei Kreise, so bestimmt deren 
Potenzlinie den Centralpunkt der Involution. 

f. Die Punktpaare einer Involution bilden für alle Kreise 
eines bestimmten Büschels Paare konjugierter Punkte, Zwei Punkte 
eines Paares heifsen konjugierte Punkte der Involution, 

Ueber den Entfernungen AA^ und BB^ als Durchmesser 
beschreibe man Kreise a und ß so sind AA^, BB^ und alle 
Punktpaare der durch sie bestimmten Involution Paare kon- 
jugierter Punkte in Bezug auf jeden Kreis des dem Büschel 
{aß) konjugierten Kreisbüschels. (33, 27 c.) 

g. Sind die Punktpaare AA^, ^^u • • • Pa^re konjugierter 
Punkte in Bezug auf einen Kreis (Fig. IIa und IIb), so 
giebt es in dem Falle, dafs alle Punktpaare stets auf einer 
Seite von Q liegen, Fig. IIa, ein Punktpaar Jlf^, welches die 
Punkte eines jeden Paares harmonisch trennt. Da QM^ = QN^ 
= QA . QAj^ (4c)y so fallen in M sowohl wie in N zwei 
Punkte eines Paares zusammen; daher heifsen M und N 
Doppelpunkte der Involution, 

Die Doppelpunkte einer Involution trennen irgend zwei kon- 
jugierte Punkte derselben harmonisch, 

MiiiiNOWSKi, Kegelschnitte. 2 
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Eine Involution, bei welcher je zwei konjugierte Punkte 
auf entgegengesetzten Seiten des Centralpunktes liegen, hat 
keine Doppelpunkte. 

37. Zieht man durch einen Punkt P Sehnen eines Kreises, 
AA^, BB^y . . . und verbindet deren Endpunkte mit einem Punkte 
R der Peripherie, so bilden die Verbindungslinien die Strahlen- 
paare einer Involution, 

Man schneide den 
Kreis mit PR in JB^, so 
sind die Schnittpunkte a 
und «1 von RA mit R^^A^ 
und RAi mit RiA kon- 
jugierte Punkte in Bezug 
auf den Kreis (15). Es 
treffen also die Strahlen- 
paare R{AAi^ , . .) die 
Gerade p in Punktpaaren 
einer Involution. (36 a). 
38. Jede Strahlen- 
involution kann auf die 
in 37. angegebene Art 
hervorgerufen werden. Sind nämlich (Fig. 14) aa^, ßß^, . . . 
Punktpaare einer Involution auf einer Geraden p und ist R 
ein beliebiger Punkt, so sind R (aa^, ßß^, . , ,) Strahlenpaare 
einer Involution. Die Kreise über ««i, /S/J^, ... bilden ein 
Büschel (36 c); unter den Kreisen des konjugierten Büschels 
giebt es einen 0, der durch R geht; er schneide die Strahlen- 
paare in AA^, BB^, GC^, ... Da « und a^ konjugierte Punkte 
in Bezug auf Q sind, so müssen Aa^ und A^a sich in emem 
Punkte JB^ von schneiden. Der Schnittpunkt P von AA^ 
und RRi ist aber der Pol von p, durch den also alle Sehnen 
AA^, BB^, CCij . . . gehen müssen. 

39. Zwei Strahleninvolutionen in demselben Punkte haben 
höchstens ein gemeinschaftliches Strahlenpaar, 

Die Kreise M und 2R schneiden sich in JB; durch R lege 
man zwei Strahlenpaare aa^ und b\, welche die Kreise in 
AA^ BB^ und ?l2li SSSSj schneiden. Man bestimme die Schnitt- 
punkte P und $ der Sehnen AA,, BB, und SlSl^, 9385^. Zieht 




Fig. U. 
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man durch P und $ß in den Kreisen M und 9R Sehnen, so 
bestimmen die Verbindungslinien ihrer Endpunkte mit B zwei 
Strahleninvolutionen, welche nach 38. ganz allgemeiner Natur 




Fig. 15. 

sind. Diese haben zwei gemeinschaftliche Strahlenpaare aa^ 
und 66i; es soll gezeigt werden, dafs sie alle Strahlenpaare 
gemein haben. 

Wegen Winkelgleichheit sind die Dreiecke ÄÄj^M und 
Sl«i2R, JBB.Mund 8585,3« ähnlich; bezeichnet man die Kreis- 
radien mit r und r,.so ist ÄA^ : SlSl, = BB^ : S5S5i =r:x. 
Da auch ^APB = Sl$ßS5 ist, wegen Ähnlichkeit der Bogen 
AB und 2135, A,B, und Sli»,, so ist auch Viereck MAPB 
~ aK§l?ß95 und es verhält sich PA:'^% = r: r. 

Mau ziehe durch P die Sehne CC^ in Jf, schneide 3K mit 
BC in ®, und ziehe in äR durch 5ß die Sehne S(£i, so läfst 
sich zeigen dafs BC^^^ in einer Geraden liegen. 

Da AC: Slß = r : r, ^A,AG=%,'ä(S. ist, so ist APAC 
~ 5ßSl©, also ^ ^PC = Sl^S, und da Bogen AG^^ Sl© ist, 
d. h. sie fassen gleiche Peripheriewinkel, so mufs auch Bogen 
-Ä^Cj r--» Sil®! sein. Weil aber BA^^^^ in einer Geraden liegen, 
so müssen dies auch BC^^^ thun. Es fallen also die Strahlen- 
paare JBC, jRCi und jRß, iJß, der beiden Involutionen zu- 
sammen. Da diese beliebig waren, so müssen die Involutionen 

identisch sein. 

2* 
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40 a. Jeder Kreis durch den Scheitel einer Strahleninvolution 
schneidet die Strahlenpaare in solchen Funktpaaren^ dafs ihre 
Verbindungslinien sich in einem Punkte treffen. Dieser Punkt 
heifst das ,y[nvolutionscentrum.^^ 

Es deien aa^^ bbi, cc^, ... die Strahlenpaare einer Involution 
mit dem Scheitel R] ein Kreis durch jß shneide sie in ÄA^y 
BB^y CCiy . . . Die Geraden AA^ und BB^ mögen sich in P 
treffen. Dann läfst sich durch P und den Kreis in 22 eine 
Involution hervorrufen, welche mit der ersten zwei Strahlen- 
paare gemeinsam hat und daher mit ihr identisch ist. Also 
geht auch CC^ durch P. 

b. Bie Schenkel aller rechten Winkel mit demselben Scheitel 
bilden eine Involution, 

c. In jeder Involution giebt es ein Paar zu einander senk- 
rechter konjugierter Strahlen. Diese heifsen die ,jAxen der 
InvolutionJ^ 

41. Jede Gerade wird von einer Strahleninvolution in einer 
Punktinvolution geschnitten. 

I. Beweis. Die Strahlenpaare R (aa^, bb^^ cc^, . . .) werden 
von einer Geraden g in AA^, BB^, CC^^ ... geschnitten. 
Wären nun nicht 

sondern AA^y BB^y CC/, . . . 

in Involution, so wären auch die Strahlen R {AA^y BB^, CC^, ...) 
in Involution. Da aber auch R (AA^ BB^yCC^y ..,) in Invo- 
lution sind, so fallen RC^ und iJC/, also auch C^ und C^' zusammen. 

II. Beweis. Auf ^r seien AA^, BB^,CCi, ... Punktpaare 

einer Involution mit 

Wv dem Centralpunkte Q. 

Ihre Verbindungs- 
linien mit R bilden 
eine Strahleninvolu- 
tion. Eine Parallele 
durch A^ zu AR werde 
von den Strahlen- 
Fig. 16. paaren in 9335i, ®®i> • • • 

getroffen; i?Dj^ || ^. Dann ist aus ähnlichen Dreiecken 




also 
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Ä ^ » A ^ = ^1 ^ • ^1 ^1 A 132 



Aus ^Ö:BÖ =2?!^: JliÖ 

folgt ÄQ — BQ : B,Q - A,Q = ÄQ : B,Q 

und ^(? + JBie : BQ + ^i(2 = ÄQ:BQ 
oder ^JB:^iJ?i = ^ö: JBiö 

und ^^1 : ^iB = ÄQ : JB^, 

^5 . AB, AQ^ t> 



also 



A^B ' A^B^ BQB^Q 



und daher: ^^ S3 • ^, »^ = ^^^ • ^-R' 

Da die rechte Seite konstant ist^ so ist auch das Produkt 
-ijS . ^1©! konstant, d. h. die Punktpaare ffiSj, S6i, ... 
bilden eine Involution mit dem Centralpunkte A^, 

Zieht man auch zu S3S3i eine beliebige Parallele, welche 
die Involutionsstrahlen in S5'S5/, ©'®i'> ••• schneidet, so ist 

A^S&:A^S& =A,R:A,'R 

also ^;a3'.A'a5i' = ^^^^^i^^^^', 

d. h. die Punktpaare S5'95i', ©'©/, ... bilden eine Involution 
mit dem Centralpunkte -4./. Da also die ' Strahleninvolution 
jede zu einem ihrer Strahlen parallele Gerade in einer Punkt- 
involution triflffc, so ist der Satz bewiesen. 

Dieser zweite Beweis hat dem ersten gegenüber den Vor- 
teil, dafs er ohne Benutzung der Eigenschaften der Kreis- 
büschel und konjugierten Punkte geführt ist. 

42. Von den Aufgaben über Involutionen seien einige, 
die häufig vorkommen, aufgeführt: 

a. Von einer Punktinvolution Jcennt man zwei PunMpaare; 
man soll dm CenträlpunJct und die Doppelpunkte konstruieren. 

Sind AA^ BBy zwei Punktpaare auf der Geraden g, so 
lege man durch jedes derselben einen Kreis; die Potenzlinie 
beider Kreise schneide g in Q. Ist dann ^ = QA* QAy^ so 
mache man QM == QN ^= q. 
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b. Von einer Strahleninvölution kennt man zwei Strählen- • 
paare; man soll die Doppelstrählen finden. 

Durch den Scheitel S der Strahlenpaare aa^ und bh^ lege 
man einen Kreis, welcher diese in ÄA^ und BB^ trifft, ziehe 
AÄ^ und BB^ bis zu ihrem Schnittpunkte J und von J die 
Tangenten JM und JN an den Kreis, so sind SM und SN 
die gesuchten Doppelstrahlen. 

c. Auf einer Geraden g liegen zwei Involutionen; man soll 
das beiden gemeinschaftliche PunJäpaar konstruieren. 

Durch jede Involution und einen Punkt S ist ein Kreis- 
büschel bestimmt^ aufser S seien S^ und Sg ^^^ Grundpunkte 
dieser Kreisbüschel. Beiden gemeinsam ist der durch /S/S^/Sg 
bestimmte Kreis und dieser schneidet g in demjenigen Punkt- 
paare, welches beiden Involutionen angehört. 

d. In einem Punkte S liegen zwei Strahleninvolutionen] man 
soll das gemeinsame Strahlenpaar ermitteln. 

Die Strahlenpaare jeder Involution schneiden einen Kreis, 
der durch den Scheitel gelegt ist, in solchen Punktpaaren, 
dafs die Verbindungslinien sich in einem Punkte schneiden. 
Man erhält also zwei solche Punkte J^ und «/"g, die Involutions- 
centra; die Verbindungslinie schneidet den Kreis in einem 
Punktpaare und die Verbindungslinien seiner Punkte mit dem 
Scheitel bilden das gemeinsame Strahlenpaar. 

e. Auf einer Geraden liegen eine Involution und ein Punkt-- 
paar; man soll dasjenige Punktpaar der Involution konstruierenj 
welches das gegebene harnmnisch trennt. 

Alle Punktpaare, welche das gegebene harmonisch trennen, 
bilden eine Involution. 3c. 

f. Dasjenige Strahlenpaar einer Involution zu ermitteln, 
welches zwei gegebene Punkte harmonisch trennt, e. 

g. Das rechtwinklige Strahlenpaar einer Involution zu ermitteln. 
Durch den Scheitel S der Involution lege man einen Kreis 

mit dem Mittelpunkte Jf, konstruiere das Involutionscentrum J, 
so schneidet die Gerade JM den Kreis in zwei Punkten, deren 
Verbindungslinien mit S das gesuchte Strahlenpaar bilden. 

h. In einer involutorischen Punktreihe diejenigen konjugierten 
Punkte zu bestimmen, welche von einem gegebenen Punkte P gleich- 
weit entfernt sind. 
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Von P schneide man PÄ = PÄ^y PB = PB^, ... ab, so 
bilden die Punktpaare AA^, ^^u • • • ^^^ Involution. Das 
Punktpaar, welches beiden Involutionen gemeinsam ist, liefert 
die gesuchten Punkte. 

43. Ist p die Potenzlinie des Kreisbüschels {00^^ so liegt 
der zu einem Punkte A derselben konjugierte Punkt A^ bezüglich 
aller Kreise des Büschels wieder auf ^. (34, 33 a). Wenn A die 
Potenzlinie durchläuft, so durchläuft auch A^ dieselbe; alle Punkt- 
paare AA^ bilden eine Involution. Ha4; das Büschel {00^ 
Grundpunkte, so sind dieselben die Doppelpunkte der Involution. 
Bei einem Büschel ohne Grundpunkte hat die Involution kon- 
jugierter Punkte auf dar Potenzlinie auch keine Doppelpunkte. 
Um jedoch eine allgemeine Fassung der Sätze zu ermöglichen, 
teilt man einer solchen Involution y^imaginäre Doppelpunkte^^ 
zu, welche daher auch als die imaginären Schnittpunkte der 
Kreise mit ihrer Potenzlinie anzusehen sind, denn jeder Punkt, 
dessen konjugierter bezüglich eines Kreises mit ihm zusammen- 
fällt, liegt auf der Peripherie. Da aber zwei konjugierte Punkte 
die durch sie gelegte Kreissehne harmonisch trennen, so hat 
man auch den imaginären Doppelpunkten die Eigenschaft bei- 
zulegen, dafs sie jedes Punktpaar der Involution harmonisch 
trennen, in Übereinstimmung mit der in 8c. gegebenen 
Definition. 

Mit P bezeichne man den Pol von^ in Bezug auf den Kreis 0. 
Wenn P aufserhalb des Kreises liegt, so sind die Schnittpunkte 
SS' von p mit reell und PS, PS" sind die reellen Tangenten. 
Für den Fall, dafs P innerhalb und also p aufserhalb liegt, 
sollen die imaginären Verbindungslinien von P mit den imagi- 
nären Schnittpunkten von p und ,ßie imaginären Kreis- 
tangenteti^^ durch P heifsen. Wenn P mit dem Mittelpunkte 
zusammenfällt, so heifsen seine Tangenten die yjKrdsasymptoten^^. 
Diese sind also (36 a) die imaginären Doppelstrahlen der dem 
Punkte zugehörigen Involution solcher Strahlen, die in Bezug 
auf den Kreis konjugiert sind. 

Die dem Mittelpunkt zugehörige Involution konjugierter 
Strahlen ist rechtwinklig d. h. je zwei konjugierte Strahlen 
stehen aufeinander senkrecht. Sie schneidet die unendlich ferne 
Gerade in der ihr zugehörigen Involution konjugierter Punkte, 
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durch deren imaginären Doppelpunkte also der Kreis gehen mufs. 
Und weil für jeden Kreis diese Involution dieselbe ist, so folgt: 

a. Alle Kreise der Ebene gehen durch feste imaginäre Punkte 
auf der unendlich fernen Geraden, Diese Punkte heifsen die 
jyKreispunht^^ der Ebene. 

b. Zwei konjugiert imaginäre Punkte liegen stets auf einer 
reellen Geraden; zwei konjugiert imaginäre Strahlen schneiden sich 
in einem reellen Punkte. 

Sind und 0^ -zwei sich nicht schneidende Kreise, so 
giebt es auf ihrer Centrale zwei Punkte Q und i?, welphe beide 
Kreisdurchmesser harmonisch teilen. In ihnen schneiden sich 
alle Kreise MM^M^ . . ., welche und 0^ rechtwinklig schnei- 
den; sie treffen die Potenzlinie p von 00^^ in einer Involution, 
welche aus den in Bezug auf und 0^ konjugierten Punkten 
besteht. Die imaginären Doppelpunkte dieser Involution sind 
die imaginären Schnittpunkte von p mit und O^. Verbindet 
man Q und R mit den Punktpaaren dieser Involution, so er- 
hält man zwei Strahleninvolutionen von der Eigenschaft, dafs 
je zwei konjugierte Strahlen auf einander senkrecht stehen. 
Die imaginären Doppelstrahlen qq^ und rr^ beider Involutionen 
schneiden demnach die Potenzlinie ^, sowie ^^^c, ^^ ^®^ beiden 
imaginären Punktpaaren, in welchen diese Geraden von 
und Ol getroffen werden. Man hat demnach diese Doppel- 
strahlen qq^^ rr^ als vier gemeinschaftliche imaginäre Sekanten 
der Kreise und 0^ anzusehen. Es folgt: 

c. Zwei Kreise^ die sich nicht in reellen Punkten schneiden^ 
haben sechs gemeinschaftliche Sekanten, von denen zwei, die Potenz- 
linie und die unendlich ferne Gerade, reell und vier imaginär sind. 
Die letzteren sind paarweise konjugiert imaginär und sohneiden 
sich in zwei reellen Punkten, nämlich in zwei Ecken des beiden 
Kreisen gemeinschaftlichen Poldreiecks. 

Die aus Q und R nach den imaginären Kreispunkten 
gezogenen imaginären Strahlen schneiden sich in zwei imagi- 
nären Punkten der Potenzlinie von und 0^, 

Es seien nun M und M^ zwei Kreise mit den reellen 
Schnittpunkten Q und JB, und 0^ zwei diese rechtwinklig 
schneidende Kreise, so treffen sich die von Q und B nach 
den imaginären Kreispunkten gezogenen Geraden in den imagi- 
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nären Doppelpunkten derjenigen Involution, w^elche die Kreise 
des Büschels (MM^) auf der Centrale bestimmen. 

d. Zwei Kreise M und M^ die sich in reellen Punkten 
schneiden, hohen demnach sechs gemeinschaftliche Sekanten, von 
denen 0wei, die Potendinie und die unendlich ferne Gerade, reell 
und vier imaginär sind. Von diesen sind je zwei paarweise hon- 
jugiert imaginär; sie treffen sich in zwei imaginären Punkten der 
Centrale, Von dem Poldreiecke der Kreise MM^ . ist also nur 
eine Ecke reelly die beiden anderen sind imaginär. 

Zur Begründung des Ausdrucks imaginär dient' Folgendes. 
Es ist, Fig. IIa und b, das Produkt QÄ' QÄ^ konstant gleich 
QO'QP. Dieses Produkt QO - QP heifst die Potenz der 
Involution ÄA^ ... mit dem Centralpunkte Q, Sie sei gleich q^. 
Wenn A und A^ auf einer Seite von Q liegen, so haben die 
Strecken QA und QA^ gleiches Zeichen und die Potenz q^ ist 
positiv, wenn aber (Fig. IIb) J. und A^ auf entgegengesetzten 
Seiten von Q liegen, so }^ben die Strecken QA und QA^ 
entgegengesetzte Zeichen und die Potenz q^ ist negativ. Man 
hat also entweder 

g2 = + ^0 . QP und q = V+QO-QP 



oder q^= ^ QO • QP und q = V - QO QP 

und es ist q reell oder imaginär. Da im ersten Falle QM^ = q^, 
so kann man auch im zweiten. Falle sagen, dafs die imaginären 
Schniffl|)unkte des Kreises und der Geraden p erhalten werden 
wenn man die imaginäre Strecke q von Q aus nach beiden 
Seiten auf p abträgt. 

44. Der imaginäre Kreis. 

Auf einer Geraden^ durch .den festen Punkt denke man 
sich eine Involution mit dem Centralpunkte 0, die imaginäre 
Doppelpunkte hat. Sind A und J.^ zwei zugeordnete Punkte, 
so haben die Strecken OA und OJ-^ entgegengesetzte Rich- 
tung und das Produkt OA - OA^^ ist negativ. Man setze 

DA' OAi =' — r^. Beschreibt man mit ]/ — f^ um einen 
Kreis, so erhält man einen imaginären Kreis mit reellem Mittel- 
punkte und rein imaginärem Radius. In Bezug auf diesen Kreis 
nennt man auch A und A^ harmonische Pole und die Senk- 
rechte in einem die Polare des anderen. Dem Punkte A sind 
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alle Punkte seiner Polare a und der Geraden a alle Geraden 
durch ihren Pol A konjugiert 

Ist Bj ein beliebiger Punkt der Polare a von A, die also 
durch Ai geht und auf OA^ senkrecht steht und fallt man 
AB J_ OB^, so ist 

A OAB c- OA,B,, also OB • OB, = OA'OA, = - r\ 

Mithin sind BB, harmonische Pole und AB ist die Polare 
von B,. Da aber <^ABO = 90« ist, so folgt: 

Durchläuft ein Punkt eine Gerade y so durchläuft sein har- 
monischer Pol in Bezug auf einen reellen oder imaginären 
Kreis einen Kreis und seine Polare dreht sich um den Pol der 
Geraden, 

Die Gesamtheit aller Paare von harmonischen Polen und 
von Pol und Polare heifst auch in diesem Falle ein cyklisches 
Polarsystem, Man unferscheidet zwei Arten solcher cyklischen 
Polarsyst^me, wie zwei Arten der Involution, je nachdem die 
auf irgend einem Durchmesser liegende Involution der har- 
monischen Pole reelle oder imaginäre Doppelpunkte hat. Der 
Ort dieser Doppelpunkte heifst der Kernkreis des Polarsystem 
und ist im ersten Falle reell, im zweiten imaginär. 

Unter der Potenz des imaginären Kreises mit dem 



Radius "/ — r'^ in einem Punkte 
P versteht man die Gröfse p^ = 

op2 _ (yzrf2)2 _ op%+ r^; 

der imaginäre Kreis hat also in 
jedem Punkte der Ebene positive 
Potenz. „Der Kreis, der mit p 
um P beschrieben wird, schneidet 
den imaginären Kreis rechtwink - 
lig.^' Scheidet dieser den Durch- 
messer OP in CCi, so ist 

0(7. OC, = (OP-^-CP) . (OP - CP) = 0P^ — CP'=^ f^, 

also sind C und C, harmonische Pole. Umgekehrt schneidet 
jeder über dem Abstände zweier harmonischen Pole als Durch- 
messer gezeichnete Kreis den Kreis rechtwinklig. — ' Auch wenn 
man durch zwei harmonische Pole AA, einen beliebigen Kreis 
P legt, so mufs er rechtwinklig schneiden. Denn trifft 




Fig. 17. 
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PO den Kreis Min CG,, so ist OA • OA, ^OC-OC^^- r^, 
also sind CC^ harmonische Pole. 

45. AB sei ein beliebiger Durchmesser des Kreises P; 
man schneide diesen Kreis mit ^0 in A^ dann ist AO - Aj^O 
= CO ' CiO = — r% also sind AA^ harmonische Pole bezüg- 
lich des Kreises und da A^B JL AA^ ist, so ist A^B die 
Polare yon A und AB sind konjugierte Punkte. — Also: 

a. Wenn ein reeller Kreis einen imaginären *rechtwinTüig 
schneidet, so sind die Endpunkte einßs Durchmessers des ersteren 
konjugierte Punkte bezüglich des anderen. — Jedei' Kreis, welcher 
durch zwei harmonische Pole eines imaginären Kreises oder über 
der Entfernung zweier konjugierten Punkte als Durchmesser kon- 
struiert wird, schneidet diesen rechtwinklig. 

Zwei imaginäre Kreise mit den Mittelpunkten und 0^ 

haben die Radien Y^^ ^^^ ]/- r,^. Soll ein Punkt P ein 
Potenzpunkt beider sein, so mufs OP'^ + r^ = O^P'^ -\- r^^, also 
0P2 _ ö^p2 ^_(^_ ^^2) gejjj. Fällt man PH J_ 00^, so 

ist OP^ — O^P" = ob:'' - OiJB'2 und wenn S ein beliebiger 
Punkt dieser Senkrechten p ist, so ist auch OS^ — O^S^ 
= OP'2 — OiP'2 = _ (^2 _ ^^2) ujjd je^jer Punkt von p ist 

ein Potenzpunkt, p selbst die Potenzlinie beider Kreise. Hier- 
aus folgt: 

b. Der Ort aller Potenzpunkte zweier imaginären Kreise ist 
eine. Gerade, die Potenzlinie der Kreise; sie steht au f der Centrale 
senkrecht. 

46. Zwei reelle Kreise M und M^ schneiden sich in den 
reellen Punkten A und J5; die gemeinschaftliche Sekante ist 
die Potenzlinie, um die aufserhalb der Kreise liegenden 
Punkte derselben, welche die positive Potenz OA • OB haben, 
lassen sich reelle Kreise zeichnen, welche M und 31^ recht- 
winklig schneiden; die innerhalb der Kreise Mundil^ liegen- 
den Potenzpunkte haben die negative Potenz — OA • OB. 
Daher lassen sich um letztere keine reellen rechtwinklig schnei- 
denden Kreise konstruieren. Ist r die halbe kleinste Sehne 
durch in einem der beiden Kreise, so ist OA • OB = — r^ 

und der mit Y — r^ um konstruierte imaginäre Kreis schnei- 
det M und üfj rechtwinklig. Beschreibt man aber mit r um 
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einen Kreis, so sind seine gemeinschaftlichen Sehnen mit 
den Kreisen M und M^ Durchmesser von ihm; er wird von 
M und M^ unter dem Durchmesser geschnitten. Also: 

Soll man die Potenzlinie der imaginären Kreise und 0^ 

mit den Eadien V— r^ und ]/^- r^^, Jconstruieren, so beschreibe 
man um umd 0^ Kreise mit r und r^ und konstruiere den 
Ort der Mittelpunkte derjenigen Kreise, tvelche die letzteren unter 
dem Durchmesser schneiden. 

47. Man konstruiere die Potenzlinie p der reellen mit r 
und rj beschriebenen Kreise O.und 0^, ziehe durch einen be- 
liebigen Punkt B von p die Durchmesser CD und C^Dj, so 




Fig. 18. 

müssen GDC^D^ auf einem Kreise liegen, da BC * BD 
= BC^ 'BD^ ist. Sein Mittelpunkt Jf liegt iil dem Schnitt- 
punkt der Mittelsenkrechten von CD und C^D^, also ist 
BOMO^ ein Kreisviereck und durch seine Ecken läfst sich 
ein Kreis legen, dessen Mittelpunkt N auf BM liegen mufs» 
Fällt man NQ J_ 00^, so ist OQ = O^Q folglich liegt N auf 
der Mittelsenkrechten n von 00^, Fällt man von M die Ge- 
rade p senkrecht auf 00^, so ist n die Mittellinie von pp\ 
Der Kreis ^schneidet aber und 0^ unter dem Durchmesser. Also: 
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a. Die Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei andere unter 
dem Durchmesser ode>' zwei imaginäre Kreise rechtmnklig schnei- 
den, liegen auf einer Geraden p. 

Sind M und M^ zwei dieser Kreise, so sind und 0^ 
Potenzpunkte für beide, diso müfsen sie sich in zwei festen 
Punktion der Centrale schneiden; die Mittelsenkrechte dieser 
Punkte ist jp'. Es folgt: 

b. Alle Kreise j welche zwei hnaginäre Kreise rechtwinklig 
oder zwei reelle Kreise unter dem Durchmesser schneiden, treffen 
sich in zwei festen Punkten der Centrale. 

48. Die Gerade p nennt man den zweiten Potenzort der 
Kreise und O^. Seinen Schnittpunkt JK mit der Centrale iSndet 

man, indem man diese m Q halbiert, ihren Schnittpunkt B, mit 
der Potenzlinie bestimmt und Qlt = QR macht. 

Die drei zweiten Potenzörter dreier Kreise schneiden sich in 
einem Punkte — oder — die drei Potenzlinien dreier imaginären 
Kreise schneiden sich in einem Punkte. 

• • 

Denn der Schnittpunkt von zwei Potenzlinien ist ein 
Potenzpunkt aller drei Kreise. 

49. Es seien jetzt ein reeller, 0^ ein imaginärer Kreis 

mit den Radien r und "/— r^. Ein Punkt P ist ein Potenz- 
punkt beider, wenn OP^ - r^ = O^P^ + r^\ also OP" — O^P' 
= f^ + ri« ist. Man fälle PK' ± 00,, dann ist OP^ — O^P^ 
= 0-B"^ — O^S'^ und wenn S ein beliebiger Punkt dieser 
Senkrechten i>" ist, so ist auch OS^ ~ O^S^ = OK^ - O^R'^ 
= ^ -j« ^^2^ Also ist jeder Punkt von p' ein Potenzpunkt der 
Kreise 00,. 

Man gelangt zur Geraden p' auf folgendem Wege. Um 
0, denke man sich wieder einen reellen Kreis mit dem Radius r, 
und zwei Kreise MM, konstruiert, welche rechtwinklig und 
diesen reellen Kreis 0, unter dem Durchmesser schneiden. 
Die Kreise M und M, müssen die Centrale 00, schneiden, 
die Punkte und 0,' sind aber Potenzpunkte der Kreise MM„ 
also ist 00, die Potenzlinie von MM,. Daher müssen alle 
Kreise M sich in zwei festen Punkten EF der Centrale 00, 
schneiden und ihre Mittelpunkte liegen auf der Mittelsenk- 
rechten p" von EF. 
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Um sie zu konstruieren, errichte man den zu 00^ senk- 
rechten Durchmesser Ä^Bj^ des Kreises 0^, ziehe von Ä^^ die 
Tangente Ä^Ä an den Kreis 0, halbiere- ÄÄ^^ in C und 
fälle von C d\e Senkrechte auf Ä^ Oj, so trifft sie die Centrale 
Ol Og in ihrem Schnittpunkte mit dier Geraden p\ denn sie ist 
die Potenzlinie des Kreises Oj und des Punktes -<li. Die Gerade 2>" 
erhält auch den Namen dritter Potenzort der Kreise 00^. Also: 

a. Alle Kreise, welche einen reellen und einen imaginären 
Kreis rechtwinklig oder einen von zwei reellen Kreisen recht- 
winklig und den anderen unter dem Durchmesser sehneiden, treffen 
sich in zwei festen Funkten der Centrale, 

b. Für drei gegebene Kreise 0^020^ s.chneiden sich immer 
je zwei dritte und ein erster oder zweiter Potenzort in einem 
Punkte — oder die PotenzUnien dreier Kreise, von denen zwei 
reell und einer imaginär oder einer reell und zwei imaginär sind, 
schneiden sich in einem Punkte, 

50. Der Begriff des cyklischen Polarsystems umfafst so- 
wohl den reellen wie den imaginären Kreis. Der Kürze wegen 
soll mit dem Worte Kreis fortan sowohl der reelle wie der 
imaginäre Kreis bezeichnet werden, dadurch erlangt man den 
Vorteil, den Wortlaut gewisser Definitionen und Sätze die für 
den Fall reeller Kreise aufgestellt sind, sofort auf imaginäre 
Kreise übertragen zu können. 

Man nennt die Gesamtheit aller Kreise, welche dieselbe 
Potenzlinie haben, ein Kreisbüschel. In jedem Kreisbüschel 
giebt es gleichviel reelle und imaginäre Kreise, da jeder Punkt 
der Centrale sowohl Mittelpunkt eines reellen als Mittelpunkt 
eines imaginären Kreises des Büschels ist. Denselben Punkt 
bezeichne man mit M oder 9K, je nachdem er Mittelpunkt 
eines reellen oder imaginären Kreises ist. Alle Kreise, welche 
zwei Kreise eines Büschels und demnach sämtliche Kreise des- 
selben rechtwinklig schneiden, bilden wieder ein Büschel, 
dessen Potenzlinie die Centrale des ersten ist, da jeder Punkt 
der Centrale ein Potenzpunkt aller rechtwinklig schneidenden 
Kreise ist. Das zweite Büschel heifst dem ersten konjugiert. 

51. Die Polaren eines Punktes G in Bezug auf aUe Kreise 
eines Büschels schneiden sich in einem Punkte. 

Durch den Punkt G geht ein einziger Kreis des kon- 
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jugierten Büschels; durch den zweiten Endpunkt seines Durch- 
messers 6r6r' gehen die Polaren von G bezüglich aller Kreise 
des Büschels, da G und G' nach einem obigen Satze (45 a.) 
konjugierte Punkte in Bezug auf jeden Ereis dieses Büschels sind. 



§ 5. 

Die Ähnllohkeitspunkte. 

52. JJinlichJceitspunkte zweier Kreise sind diejenigen 
Punkte, welche die Centrale im Verhältnisse der Radien har- 
monisch teilen. Derjenige von ihnen, welcher auf der Centrale 
selbst liegt, heifst der innere^ der andere der äufsere Ähn- 
lichkeitspunkt. 

Die Ahnlichkeitspunkte sind daher die Schnittpunkte der 
gemeinschaftlichen äüfseren oder inneren Tangenten *(3), denn 
die Radien nach den Berührungspunkten sind parallel. 

Jede Gerade durch einen der Ahnlichkeitspunkte, welche 
die Kreise trifft, mufs sie in solchen Punktpaaren schneiden, 
dafs ihre Radien paarweise parallel sind (3), denn es giebt 
aufser den Ahnlichkeitspunkten keine Punkte, welche die 
Centrale im Verhältnisse der Radien teilen. (3.) 

53. Die Inversion. 

Durch den Ahnlichkeitspunkt A zweier Kreise 0^ und Og ^^e- lo. 
ziehe man eine Gerade, welche den Kreisen in C^D^ und OgDg 
begegnet. Da O^Ci || O2C2, O^D^ \\ O^JD^, so ist auch -4i Ci || A^C^ 
und B^D^ II B^D^ und weil A^B^B^C^ ein Kreis viereck ist, so 
müssen auch A^B^B^G^ und B^A^C^B^ Kreis Vierecke sein, 
denn sie haben parallele Seiten, also gleiche Winkel. Zieht 
man noch eine gemeinschaftliche Tangente durch Aj welche 
in E^ und E^ berührt, so müssen auch A^E^E^B^ und 
B^E^E^A^ Kreisvierecke sein, also ist AA^ . AB^ = AB^ . AA^ 
= ACi . AD2 = AE^ . AE2 konstant. Dieses konstante Pro- 
dukt, heifst die Potenz des Ahnlichkeitspunkts. 

Eine Gerade durch einen Ahnlichkeitspunkt heifst ein 
yjAhnlichkeitsstrahV^] zwei Punkte eines solchen, wie A^ und JBgi 
Dl und Cg, deren Abstände vom Ahnlichkeitspunkte ein 
konstantes Produkt liefern, heifsen ,,inverse Punkte^^. 

Verwandelt man die Potenz des Ahnlichkeitspunktes A 
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in das Quadrat a^ und beschreibt mit a um A einen Kreis, 
so heifst dieser der yyäufsere Potensslcreis^^. In gleicher Weise 
findet man einen „inwerm Potenzier eis^. 




Fig. 19. 



Wie man aus den beiden Kreisen 0^ und Og den Potenz- 
kreis Ä konstruieren kann, so läfst sich auch aus dem Kreise 
A und einem der Kreise O1O2 der andere finden. — Nennt 
man nämlich den Radius des Potenzkreises a, und nimmt auf 
dem Kreise 0^ drei beliebige Punkte A^ß^Ci, so lassen sich 
auf den Geraden AA^ AB^^ AC^ drei Punkte A^B^D^ mittelst^ 
der Gleichungen 

a^ = AA^ . AB^ = AB^ . AA^ = AC^ . AD^ 

konstruieren. Diese bestimmen einen Kreis O2'. Der äufsere 
Potenzkreis beider ist aber -4, also mufs O2 mit 0^ zu- 
sammenfallen. 

In gleicher Weise existiert zu jedem beliebigen Kreise 
Jfi ein anderer M^ von der Lage, dafs ihr äufserer Potenz- 
kreis der Kreis A ist. Solche zwei Kreise haben also A als 
äufseren Ahnlichkeitspunkt; sie heifsen inverse Kreise für den 
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Kreis A und je zwei Punkte auf einer Geraden durch Ä, 
deren Abstände von Ä das konstante Produkt r^ haben^ heifsen 
inverse PunJcte für den Ej-eis Ä. 

Die Beziehung, in welche dadurch irgend zwei Punkte der 
Ebene gebracht sind, heifst Inversion] der Punkte heifst das In- 
versionscentrum] das Badiusquadrat r^ heifst die Inversionspotenz. 

Aus dem Vorigen folgt sofort: 

a. Durchläuft ein Punkt einen Kreis, so durchläuft der in- 
verse Punkt auch einen Kreis oder 

Die inverse Figur eines Kreises ist wieder ein Kreis; das 
Inversionscentrum ist ein Ähnlichkeitspunkt beider Kreise, 

b. Die Schnittpunkte inverser Kreise liegen auf dem 
Potenzkreise. 

Denn im Schnittpunkte zweier Kreise fallen zwei inverse 
Punkte zusammen. 

c. Die inverse Figur eignes Kreises, welcher durch das In- 
versionscentrum geht, ist eine Gerade und umgekehrt. 

Denn der inverse Punkt zum Inversionscentrum mufs im Un- 
endlichen liegen, weil r^ = o . oo sein mufs; der inverse Kreis hat 
also einen unendlich fernen Punkt und degeneriert in eine Gerade. 
Auch in folgender Weise ergiebt sich der Beweis. In 

den Schnittpunkten -4^2 und B^^ 
der beiden Kreise A und 0^ fallen 
je zwei inverse Punkte zusammen. 
Die auf ^12^12 senkrechte Centrale 
AO^ schneidet diese Gerade in Cg 
und den Kreis 0^ in C^ ; femer treffe 
eine beliebige Gerade diesen Kreis 
in D^ und die gemeinschaftliche 

Sehne inDg^dann ist ^ J-^^g^i^^^^ 
und CiD^DgCg ein Kreisviereck, also 

Der Kreis 0^ und die Gerade A^^ B^^ ^^^^ ^^so inverse Figuren. 
Da^ als Ahnlichkeitspunkt beider anzusehen ist, so ergiebt sich: 

d. Die Ähnlichkeitspunkte einer Geraden und eines Kreises 
sind die Schnittpunkte des letzteren mit der Geraden, welche a/us 
seinem Mittelpunkte auf die erste senkrecht gefällt ist (Cf. 44.) 

MiiiiKowsKi, Kegelsolmitte. 3 
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Die Eigenschaften der Inversion werden sich später in 
anderer Form nochmals ergeben. Cf. §. 6. — Man hat die 
Inversion auch ^jPrincip der redproken Badien'^ genannt. 

Fig. 19. 54 Aus ß = a ^= yj ß = Vf y "^ S folgt 17 = d und 

MD, = Jf C2, d. h. 

a. In zwei inversen Punkten zweier Kreise werden diese 
von einem dritten berührt und umgekehrt. 

Durch zwei Paar inverser Punkte z. B. D^C^B^A^ 
läfst sich ein Kreis N legen. Weil ß = y = rj =r= 8^ so ist 
auch ^ O^D^C^ = OgC^A und weil ^ ND^G^ = ISfC^B, ist, 
so mufs auch -^O^B^N =^ O^C^N sein. Daraus folgt: 

b. Jeder Kreis, welcher durch zwei Boar inverser Punkte 
zweier anderen gelegt wird, schneidet diese unter gleichen Winkeln. 

c. Jeder Kreis, welcher zwei andere unter gleichen Winkeln 
schneidet, trifft diese in zwei Paaren inverser Punkte: 

Denn ist N ein Kreis, der 0, und 0^ unter gleichen 
Winkeln schneidet, ist also <^ OiB^N = O^C^N, so mufs auch 
O1D1C2 = OgCgA sein, weü NB^C^ = NC^B, ist. Daher ist 
auch Tj = d, woraus sich leicht O^C, \\ O^C^ ergiebt. 

55. a. Jeder Kreis, welcher zwei andere unter gleichen 
Winkeln schneidet, schneidet ihren äufseren Potenzkreis rechtwinklig. 
Denn AB, . AA^ = AB, .AG^==^ a^, 

b. Ber äußere Potenzkreis zweier Kreise gehört dem durdi 
diese bestimmten Büschel an. 

Denn er schneidet alle Kreise des konjugierten Büschels / 
wegen a. rechtwinklig. 

c. Jeder Kreis, welcher durch zwei inverse Punkte gelegt 
unrd, geht noch durch zwei inverse Punkte. 

Denn ist ein Kreis durch C,B2 gelegt, welcher 0, noch 
in B, schneidet, so mufs er durch A2 gehen, da AC, . AB2 
= AB, . AA2 ist. 

d. Jeder Kreis, welcher den äufseren Potenzkreis zweier 
Kreise 0,0^ rechtudnklig schneidet, geht durch zwei Paar in- 



*) Für die Lage der Kreise wird hier und im Folgenden die Vor- 
aussetzung gemacht, dafs dieselben mindestens zwei reelle gemeinschaft- 
liche Tangenten haben; anderen Falles vertauscht der äufsere Potenzkreis 
seine Bedeutung mit dem inneren. 
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verser Punkte und schneidet daher 0^ und 0^ unter gleichen 
Winkeln. 

Der Kreis N schneide den Potenzkreis A rechtwinklig; 
er treffe 0^ und Og in B^D^A^C^. Ginge AC^ nicht durch 
i)j, sondern schnitte es die Kreise N und 0^ in X und Y^ so 
müsste a^ = AC^ . AX, weil N und A sich rechtwinklig 
schneiden und auch aJ^ = AG^ . AY sein, wegen 53. Also 
müssen X und Y mit Dj zusammenfallen. 

e. Die Verbindungslinien von 0wei Paaren inverser Punkte 
schneiden sich auf der Potenzlinie. 

Denn FB^ . FD^ = FA^ . FC^. 

56. Beschreibt man über der Entfernung der ÄhnlichkeitS' 
punkte zweier Kreise als Durchmesser einen Kreis, so gehört er 
dem durch jene bestimmten Büschel an. 

Da O^O^JA (Fig. 19) harmonisch sind, so müssen auch 
E^E^H Ahoxmom^fAi sein, AeimO^E^ || O^E,^ \JH. Alle Kreise 
des Büschels {0^0,^ teilen aber die Strecke E^Ei^ harmonisch, 
denn E-^ und E^ sind die Doppelpunkte der durch das Büschel 
auf der gemeinsamen Tangente hervorgerufenen Involution. 
Also gehört der Kreis über AJ zu den Kreisen des Büschels. 

57. Man findet den Rß-dius des inneren Potenzkreises J 
der Kreise 0^ und Ojj, wenn man durch zwei Paar von 
Punkten, die bezüglich des inneren Ahnlichkeitspunktes invers 
sind, einen Kreis N legt, und in diesem die halbe kürzeste 
Sehne konstruiert. Hieraus folgt, dafs der Kreis J von dem 
Kreise N unter dem Durchmesser geschnitten wird, d. h. die 
gemeinschaftliche Sehne beider Kreise geht durch den Mittel- 
punkt J des einen. Der Kreis N schneidet die Kreise 0^ 
und Og unter Winkeln, die sich zu 180^ ergänzen. Ebenso 
läfst sich zeigen, dafs jeder Kreis, welcher 0^ und 0^ unter 
Winkeln schneidet, die sich zu 180® ergänzen, durch zwei 
Paar bezüglich J inverser Punkte geht und daher den inneren 
Potenzkreis unter dem Durchmesser schneidet. Auch um- 
gekehrt folgt, dafs jeder Kreis, welcher den inneren Potenz- 
kreis unter dem Durchmesser schneidet, die Kreise 0^ und 0^ 
unter Supplementwinkeln schneidet. 

Beweise wie in 54 und 55. 

3* 
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58. Von den sechs Ähnlichkeitspunkten dreier Kreise liegen 
viermal drei in einer Geraden. Diese Geraden heifsen die vier 
ÄhnlichJceitsaxen der drei Kreise. 

O^O^O^ seien drei Kreise ^ -4i2«7i2-^i3*'i3-^2s«'a8 ^^^^ Ahn- 
lichkeitspunkte. Man verbinde -4^2 mit Ä^^y ziehe 02^52 11 Ö^Og 




Fig. 20. 

und O1O3 bis zum Durchschnitte B^ mit -4,2-423. Bezeichnet 
man die Radien mit r^r^r^, so ist 

02^2 • ögJSi = 02^23 ' 03^23 = ^2 • ^3 
Oi^i : O2B2 = Öi^i2 ' ^2^12 = ^1 : ^2; 
also Ol J5i : OgJBg = r^ : rg, 

d. h. ^1 ist der äufsere Ahnlichkeitspunkt von 0^ und O3. 
Demnach liegen in einer Geraden 



§ 6. Die Ähnlichkeitspunkte. 37 

-^12-^28-^31 



und ebeoso «^12 «'23^31 

A12 ^29 ^'Sl 
«^12 -^23 ^31 

58 a. Die sechs Ecken eines vollständigen Vierseits kann 
man auf unendlich viele Arten als die sechs Ähnlichkeits- 
punkte von drei Kreisen ansehen. Sind nämlich ABCDEF 
die sechs Ecken eines vollständigen Vierseits und man be- 
schreibt um die drei Diagonalpunkte GHJ desselben Kreise 
mit ihren Abständen von einer Seite z. B. AD^ so sind 

A und G die Ahnlichkeitspunkte von G und Hy 

E j, -F „ „ „ J „ H 

Die Kreise über AC, BD, EF als Durchmesser gehören 
(56) bezügli^jh den Büscheln (GH), (GJ), {JE) -an und 
schneiden daher den Orthogonalkreis von GHJ rechtwinklig. 
Sie müssen aber auch (27 b) den durch GHF gelegten Kreis 
rechtwinklig schneiden und gehören daher zu einem Büschel 
(33). Ihre Mittelpunkte, die Halbierungspunkte der Diago- 
nalen AGy BD, EF liegen also auf einer Geraden: es folgt: 

Der Gauß'Bodenmiller^sche Satz: 

Die Kreise über den drei Diagonalen eines vollständigen 
Vierseits gehören einem Büschel an; die Halbierungspunkte der 
drei Diagonalen liegen auf einer Geraden. 

Wenn diese drei Kreise sich schneiden, so erscheinen jedem 
Schnittpunkte die drei Diagonalen unter rechten Winkeln. 

Demnach sind auch die drei Kreise über -4^2^12; ^^nJiS) 
^23<^23 ^^6is6 eines Büschels. 

59. Der Potenzkreis A^^ gehört (55 b) dem Büschel 
{0^0^ an und schneidet daher den Orthogonalkreis von 
öiOgOg rechtwinklig; da dasselbe von den Potenzkreisen 
-^3-^13 ^^ ^^^ ^^® Mittelpunkte auf einer Geraden liegen 
(59), so gehören die drei äufseren Potenzkreise einem Büschel 
an. Die Kreise des konjugierten Büschels müssen (55d) die 
Kreise O^O^O^ unter gleichen Winkeln schneiden. Also: 

a. Alle Kreise, welche drei andere unter gleichen Winkeln 
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schneiden, bilden ein Büschel, dessen Centrale die Totenzlinie des 
Büschels der äufseren Botenzkreise ist 

Aus diesem Satze folgt: 

b. Jeder Kreis eines Büschels schneidet alle Kreise, welche 
zwei Kreise des Büschels gleichartig berühren, unter gleichen 

WinTceln. 

Doch läfst sich derselbe auch in folgender Art direkt 
beweisen. 

Ol und O2 seien die Mittelpunkte zweier Kreise, welche 
von einem Kreise M in B^ und B^, und um einen bestimmten 
Fall anzunehmen, gleichartig berührt werden, so dafs B^B^ 
durch den äufsern Ahnlichkeitspunkt A^^ geht. Eine gemein- 
schaftliche Tangente t durch Ä^^ berühre 0^ und Og in C^ 
und Og. Da B^B^ sowie C^C^ inverse Punktpaare sind, so 
liegen B^B^C^C^ auf einem Kreise. Ist P der Schnittpunkt 
der Geraden B^C^ und B^C^, so ist PB^ . PG^ = PB^ . PC^, 
also ist P ein Potenzpunkt von 0^ und Og. 

Ist Q der Schnittpunkt von B^C^ mit M, so folgt aus 
ähnlichen Dreiecken, dafsjOiCj \MQ, also auch die gemein- 
schaftliche Tangente t parallel der Tangente in Q ist. Daher 
liegt Q auch im Durchschnitte von B^C^ mit M und fällt 
mit P zusammen. 

Ein beliebiger Kreis des Büschels {0^0^ schneide M 
in D und t in E. Denkt man sich durch B^G^D und B^G^D 
die Kreise M^ und Jfg gelegt und PB gezogen, so müssen 
die Kreise OM^M^ sich noch in einem zweiten Punkte D^ 
von PB schneiden, weil P ein Potenzpunkt der Kreise 00^0^ 
ist und deshalb PB^ . PG^ = PB^ . PGg = PB . PD^ ist. 

Bi und Cj sowie jBg und G^ sind aber inverse Punkte 
des Kreises M und der Tangente t, wenn man letztere als 
Kreis betrachtet, also müssen M^ und M^ den Kreis M und 
die gemeinschaftliche Tangente t unter gleichen Winkeln 
schneiden, also auch letztere und die Tangente rf an iK" in B, 
mithin liegen M^ und M^ auf der Halbierungslinie des 
Winkels {dt). Weil aber die Kreise OM^M^ durch dieselben 
beiden Punkte BB^ gehen, so liegen ihre Mittelpunkte auf 
einer Geraden; also liegt auf der Halbierungslinie des 
Winkels (dt) und der Kreis schneidet die Geraden d und tj 
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also auch den Kreis M und die Gerade t unter gleichen 
Winkeln. 

Einen anderen Beweis erhält man mittelst der Kreisver- 
wandtschaft. Cf. 73. 

60. Zu den drei Kreisen O^O^O^ komme noch ein vierter 
O4; man erhält noch drei äufsere Ahnlichkeitspunkte A^^A^^^A^^, 
welche mit A^^A^^A^^ die sechs Ecken eines vollständigen 
Vierseits bilden (58). Es sei der Schnittpunkt der Potenz- 
linien der beiden Büschel (-^jg^is-^gg) und {A^,^A^^A2^ äufserer 
Potenzkreise, so läfst sich um ein Kreis beschreiben, der 
die fünf Kreise A^^^^^A^^A^^A^^ rechtwinklig und daher 
O1O2O3O4 unter gleichen Winkeln schneidet. (55 d.) Deshalb 
liegt aber auch auf der Potenzlinie der Büschel der äufseren 
Potenzkreise {A^^A^^A^^ und (J.23-424^34). Es folgt: 

Der Orthogondlkreis der sechs äufseren Fotenzhreise von vier 
Kreisen schneidet diese unter gleichen Winkeln. 

61. Die BerührungsJcreise an drei gegebene Kreise. (Problem 
des ApoUonius.) Die Kreise des Büschels, welche drei andere 
^lOgOg unter gleichen Winkeln schneiden, treflfen den einen 
Ol in solchen Punkten, dafs ihre Verbindungslinien durch 
einen Punkt P gehen. (30.) Sind nämlich ^^j^g-^s irgend 
drei Kreise jenes Büschels und ist p ihre Potenzlinie, so ist 
P das Potenzcentrum sowohl von O^K^K^y als O^K^K^, denn 
P liegt im Durchschnitt von p mit der Potenzlinie von O^K^, 
Von P lege man an 0^ die beiden Tangenten Oj B und 0^ (7, so 
müssen diejenigen Kreise des Büschels {K^K^, welche durch 
JS und C gehen, den Kreis 0^ in diesen Punkten berühren. 
Wegen 59. müssen dieselben auch die Kreise Og und O3 unter 
gleichen Winkeln schneiden, .d. h. gleichartig berühren. 
Hieraus folgt eine Konstruktion derjenigen beiden Kreise, welche 
drei andere gleichartig berühren. 

62. Die Ahnlichkeitspunkte ^12 «^23 «^13 ^®^ ^^^^ Kreise 
O1O2O3 liegen (58) auf einer Geraden. Der Orthogonalkreis 
K von O^O^O^ schneidet den äufseren Potenzkreis A^^ recht- 
winklig und die inneren Potenzkreise Jgg und J^g unter dem ' 
Durchmesser. (57.) Alle Kreise, welche die beiden letzten 
unter dem Durchmesser schneiden, treffen die Centrale J23«^i3 
in zwei festen Punkten P und Q (47). Durch diese geht 
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somit auch der Ereis K und da er den Ereis ^^2 ^^^^ 
winklig schneidet^ so sind dieselben harmonische Pole in Bezug 
auf den letzteren und jeder durch sie gelegte Ereis schneidet 
-4^2 rechtwinklig (27 a). Daher läfst sich schliefsen, dafs alle 
durch P und Q gelegten Ereise den Ereis A^^ rechtwinklig 
und die Ereise i23-'i3 ^^^^ d^m Durchmesser, also auch 0^ 
und O2 unter gleichen, 0^ und O3 aber und Og und Oj unter 
Supplementwinkeln schneiden. 

Die beiden Ereise dieses Büschels, welche 0^ berühren, 
berühren auch Og und O3 (59), aber 0^ und 0^ gleichartig, 
Ol und O3 sowie 0^ und Og ungleichartig. 

Durch die beiden anderen inneren Ahnlichkeitsaxen 
-^i3«^23<^i2 ^^^ ^ii^i^^u gelangt man zu zwei anderen Ereis- 
büscheln, von denen die Ereise des ersten 0^0^ unter gleichen, 
0^0^ und 0^0^ unter Supplementwinkeln, die des andern 

0203 unter gleichen, 0^0^ und 0^0^ unter Supplementwinkeln 
schneiden. In jedem dieser Büschel giebt es wieder zwei 
Ereise, welche O^O^O^ berühren und zwar 

entweder 0^0^ gleichartig, 0^0^ und O3O2 ungleichartig 

oder O2O3 „ 0^02 „ 0^3 „ 

Im Ganzen ergeben sich 8 Berührungskreise von drei 
Ereisen O^O^O^. 

63. Zu den drei Ereisen komme ein vierter O^; man 
erhält dann noch die Ahnlichkeitspu^ikte A^^A^^A^^J^^J^^J^^. 
Die vier Ahnlichkeitsaxen A^^-^iz^^zj -^i2«M4«'24? ^u^n^i^.} 
<^s4-428«^24 führen äu vier Ereisbüscheln, von denen die Ereise 
des ersten O^O^O^ unter gleichen Winkeln, die des zweiten 
Ol O2 unter gleichen, 0^ O4 und, 0^ O4 unter Supplementwinkeln, 
die des dritten O1O3 unter gleichen, 0^0^ und O3O4 unter 
Supplementwinkeln, die des vierten endlich O2O3 unter gleichen, 

0204 und 0^0^ unter Supplementwinkeln schneiden. Diese 
vier Büschel haben einen gemeinsamen Ereis, welcher O^O^O^ 
unter gleichen Winkeln und O4 unter einem Winkel schneidet, 
«der zu jenen der Supplementwinkel ist. In gleicher Weise 
finden sich noch drei andere Ereise, welche drei 7on den vier 
Ereisen O1O2O3O4 unter gleichen und den vierten unter dem 
Supplementwinkel schneiden. Ferner giebt es noch drei Ereise, 
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welche je zwei von den vier Kreisen unter gleichen, zu ein- 
ander supplementären Winkeln schneiden. Daher folgt: 

Es giebt acht Kreise, wehhe vier andere unter solchen 
Winkeln schneiden^ dafs jeder dem anderen gleich oder supple- 
mentär ist. 

64. Die Eigenschaften der Ahnlichkeitspunkte und Potenz- 
linien führen zu einer anderen Konstruktion der Berührungs- 
kreise von drei gegebenen Kreisen Oy^O^O^, Bezeichnet man 
mit a die äufsere, mit i die innere Berührung des gesuchten 
Berührungskreises, so lassen sich folgende Fälle unterscheiden: 
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1. i a a 

8. a i i 

Sind Ml und Jfg diejenigen Kreise, welche O^^O^O^ gleich- Fig. 21. 
artig, (aaa und iii), berühren, so sind B^D^ und B^D^ 
inverse Punkte für den äufseren Ahnlichkeitspunkt J-^g Ton 
0,0^. (54 a.) 

Die Punkte B^B^, C^C^y A^2 sind invers für den 
inneren Ahnlichkeitspunkt P von M^M^, also schneiden sich 
die Geraden B^B^, GiG^, A A i^ ^ (54a.). Hieraus folgt (53), 

dafs -4i2A • -^i2A = ^izA • ^i2A ist, oder dafs A^^ ^^^ 
Potenzpunkt von M^ und M^ ist. Sind A^^ und Jl^^ die Ähn- 
lichkeitspunkte von O1O3 und 0^0^, so mufs die Ähnlich- 
keitsaxe A^^^is^s zugleich die Potenzlinie von JSfiJlfg sein. 

Da ferner P^ • -PA = PCi • P(^2 = -PA • J^A ist; so 
ist P das Potenzcentrum von O^OgOg. 

Die gemeinschaftlichen Tangenten in B^ und A schneiden 
sich in B und da BB^ = JBPg» so liegt B auf der Potenz- 
linie ^^2,^13 ^23« Die Pole der letzteren bezüglich der Kreise 
O1O2O3 liegen daher auf AA; C^Cg, AA- Da aber 
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JLjg J.18^23 und ihre Pole bekannt sind, da man ferner P kennt, 
so findet man durch Verbindung von P mit diesen Polen die 
Berührungspunkte B^B^GiC^D^D^- 




Fig. 21. 



Zur Auflösung der übrigen Fälle gelangt man, wenn man 
die Fälle 3 und 4, 5 und 6, 7 und 8 kombiniert und die- 
selben Betrachtungen wie in den Fällen 1 und 2 anstellt. 

65. Andere Begründung der Lösung des Berührungs- 
Problems,*) 

Die Potenzlinie jp^g ^®^ Kreise 0^02 kann als Kreis des 
Büschels (0^02) angesehen werden; sie schneidet daher den 



*) Diese Begründung der vorigen Konstruktion giebt •Petersen: 
Methoden und Theorien. Seite 101. Aufgabe 403. 
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Berührungskreis M^ und die gemeinschaftlichen Tangenten 
von Ol und Og unter gleichen Winkeln. Daher ist die 




Fig. 22. 

Tangente t^ in E^ parallel der gemeinschaftlichen Tangente 
-4-12 6ri, folglich 

M^E^ O Oi6ri und B^G^E^ in einer Geraden-, 
ebenso folgt; dafs auch 

^i^i^^i? ^lö^i'^i'j ^1^1«^/ 
je in einer Geraden liegen, wenn E^J^E^J^ Durchschnitte 
der Potenzlinien p^^ und p^^ mit Ji^, G^H^G^ H^ Berührungs- 
punkte der gemeinschaftlichen Tangenten der Kreispaare 0^0^ 
und 0^0^ sind. Da nun 

ist, so müssen sich G^H^ und G^H^ in einem Punkte P, 
der mit den Punkten B^ und P in einer Geraden liegt, treflfen. 
Demnach findet man den Berührungspunkt auf folgende Art: 
Man konstruiert die Potenzlinien p^^ ^^^ Pi^ ^^^ Kreis- 
paare 0^0^ und OjOg und das Potenzcentrum P von O^OgOg; 
darauf die äufseren Ähnlichkeitspnnkte A^^ und A^^ derselben 
Kreispaare und deren Polaren bezüglich 0^, die sich im Pole 
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P' der äufseren Ahnlichkeitsaxe ^.^2-^13-^28 ^®^ Kreise O^OgOg 
in Bezug auf 0^ schneiden. Die Gerade FP^ triflFfc den Kreis 
in den Berührungspunkten B^ und B^ mit M^ und Jifg. 

66. Wenn man die gegebenen Auflösungen des Be- 
rührungsproblems der Kreise auch für die Fälle anwenden 
will, dafs die Kreise in Punkte und Gerade degenerieren, so 
mufs man auch für diese Fälle Potenzlinie und Ahulichkeits- 
punkte konstruieren. 

Man findet die Potenzlinie eines Punktes P und eines 
KreiseSy wenn man zu P den harmonischen Pol Q und die 
Mittelsenkrechte von PQ konstruiert (33). 

Die Potenzlinie zweier Punkte ist ihre Mittelsenkrechte. 

Die Potenzlinie eines Kreises (Punktes) und einer Geraden 
ist diese selbst] denn schneidet man den Kreis und die Gerade 
durch einen anderen Kreis, so treffen sich die drei Potenz- 
linien auf der Geraden. 

Die Potenzlinie zweier Geraden ist die eine oder die andere 
von ihnen. 

Die Ähnlichkeitspunkte eines Kreises und eines Punktes 
fallen mit diesem zusammen. 

Die Ähnlichkeitspunkte zweier Punkte fällen mit dem einen 
oder anderen zusammen. 

Die Ähnlichkeitspunkte eines Kreises und einer Geraden sind 
die Durchschnitte der Senkrechten, welche vom Mittelpunkte auf 
die Gerade gefällt werden kann, mit dem Kreise. Denn man 
hat die unendlich grofse Centrale im Verhältnisse r : 00 zu 
teilen, wenn r den Badius des Kreises bedeutet. Cf. 53 d. 

Die Ähnlichkeitspunkte zweier Geraden hat man sich im 
Unendlichen zu denken. 

§ 6. 
Die Kreisverwandtsohaft. 

67. Zwei Punkte, die in Bezug auf einen festen Kreis 
harmonische Pole sind, heifsen kreisverwandte Punkte und die 
Beziehung, in welche dadurch je zwei Punkte der Ebene treten, 
heifst Kreisverwandtschaft. heifst die Basis der Verwandt- 
schaft (53). 
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68. Bewegt sich ein Punkt auf einer Geraden, so bewegt 
sich der verwandte Punkt auf einem Kreise^ dem verwandten 
Kreise, welcher durch den Mittelpunkt der Basis geht und 
umgekehrt. 

Denn ist p die Gerade^ P ihr Pol, so erhält man zu 
irgend einem Punkte Q von p den harmonischen Pol Qi, wenn 




Fig. 23. 

man PQ^ A-OQ fällt. Also liegen alle Punkte Q^ auf dem 
Kreise über OP. 

69. Bewegt sich ein Punkt auf einem Kreise, so bewegt 
sich der verwandte Punkt auch auf einem Kreise, dem verwandten 
Kreise, 

Es sei die 
Kreisbasis, Mein be- 
liebiger Kreis, wel- 
cher die Centrale OM 

J\ < y "^{ TF'^t;." " — L i^ j^ in C und D trifft; es 

seien C(7i,i)Di,JB-Bi 
verwandte Punkte. 
Daher ist (13) OE . 

liegen CC^ EE^ auf 
einem Kreise und es ist -^ OEC ^= OC^E^. Aus gleichem 
Grunde liegen aber auch DD^ EE^ auf einem Kreise und es 
ist ^ OED = OD^E^, also auch 

^ OED - OEC= OD,E, - OC,E, 




Fig. 24.- 



oder 



^CED = C,E,D, = 90'', 
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d. h. die den Punkten des Kreises M verwandten Punkte liegen 
auf dem Kreise über C^D^. 

70. Zwei Gerade und die ihnen verwandten Kreise schneiden 
sich unter gleichen Winkeln. 

Den Geraden p und p sind zwei Kreise durch O verwandt, 
deren Tangenten in parallel zu p und p' sind. Da die 
Radien auf den Tangenten senkrecht stehen^ so bilden die 
Radien in einen Winkel gleich dem Winkel {pp')* 

71. Zwei Kreise und die ihnen verwandten Kreise schneiden 
sich unter gleichen Winkeln, 

Die Kreise Jlf und M schneiden sich in A und B^ die ver- 
wandten Kreise M^ und M[ in A^ und B^. Den Tangenten 
a und d in A an M und M' sind zwei Kreise a und d ver- 
wandt, die sich in unter dem *^ (ad) (70), und aufserdem 
in A^ schneiden und in diesem Punkte die Kreise M^ und M[ 
berühren. Da « und d in A^ denselben Winkel wie in 
bilden müssen und mit M^ und Mi gemeinsame Tangenten in 
A^ haben, so schneiden sich auch diese Kreise unter dem 
Winkel {ad). 

72. Den Kreisen eines Büschels sind entweder Gerade durch 
einen Punkt oder die Kreise eines konzentrischen Büschels verwandt. 

Wenn die Kreise eines Büschels sich in und 0' schneiden, 
so sind ihnen in Bezug auf irgend einen Kreis um die Ge- 
raden verwandt, welche sich in dem zu 0' verwandten Punkte 
Ol schneiden. 

Haben die Kreise eines Büschels keinen gemeinsamen Punkt 
und wird ihre Centrale von den Kreisen des conjugierten Büschels 
in und 0' geschnitten, so beschreibe man um irgend einen 
Kreis als Basis. Es sei 0[ der verwandte Punkt zu 0'; den 
Kreisen des conjugierten Büschels sind die Geraden durch Oi 
verwandt: daher müssen den Kreisen des ursprünglichen Büschels 
solche Kreise verwandt sein, welche alle Geraden durch Ol 
rechtwinklig schneiden, d. h. Kreise mit dem Mittelpunkte Ol 

73. Alle Kreise, welche zwei andere und O unter den 
Winkeln a und d schneiden, berühren ztcei Kreise des Büsehels 
{OO) und schneiden einen dritten Kreis desselben Büschels recht- 
winklig oder unter dem Durchmesser. Cf. 59. 
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Der Beweis dieses Satzes darf wegen 72. nur für die Fälle 
geführt werden, dafs das Büschel {OCf) aus einem Büschel 
von Strahlen oder konzentrischen Kreisen hesteht. 

I. Fall. und 0' seien zwei Gerade mit dem Schnitt- 
punkte S'^ dann liegen die Mittelpunkte MM^ . . . aller Kreise, 
welche jene unter den Winkeln a und a auf zwei Geraden g 
und g durch 8, welche und 0' harmonisch trennen und 
leicht zu construieren sind. Bezeichnet man die Mittelpunkte 
auf g mit MM^ . . ., auf g mit Jf' Jfi . . ., die Radien der 
Kreise Jf . . . mit r . . ., so verhält sich 

r : rj : • • • = MS : M^S : • • • 

d. h. die Kreise MM^ . . . sowohl wie M' Mi . . . berühren je 
zwei durch S gehende Gerade. Da sie überdies die Strahlen 
g und g' rechtwinklig schneiden, so ist der Satz für den ersten 
Fall bewiesen. 

n. Fall. S sei der gemeinschaftliche Mittelpunkt der 
Kreise 00' und P ein beliebiger Punkt, so läfst sich zuerst 
nachweisen, dafs es vier Kreise durch P giebt, welche und 
(/ unter den Winkeln a und a schneiden. Man beschreibe 
nämlich um P einen beliebigen Kreis, nehme diesen als Basis 
einer Kreisverwandtschaft, so sind den Kreisen und 0' zwei 
andere 0^ und Oi verwandt. Alle Geraden, welche 0^ unter 
a und 0[ unter a schneiden, sind Tangenten zweier mit 0^ 
und Ol konzentrischen Kreise. Den vier gemeinschaftlichen 
Tangenten derselben sind diejenigen vier Kreise durch P ver- 
wandt, welche und 0' unter den Winkeln a und a schneiden. 
Sie teilen sich in zwei Paare gleichej Kreise, welche zu SP 
symmetrisch liegen. Jedes Paar wird von einem Kreispaare 
um S berührt und zwar das eine gleichartig, das andere un- 
gleichartig, und jeder Kreis, welcher eines dieser Kreispaare 
berührt, schneidet, und 0' unter den Winkeln a und a und 
schneidet, jenachdem die Berührung gleichartig oder ungleich- 
artig ist, einen Kreis um S rechtwinklig oder unter dem 
Durchmesser. (73). 

74. In jedem Kreisbüschel giebt es zwei Kreise, welche irgend 
einen Kreis unter dem Winkel a schneiden. 
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L FalL Das Böschel besiehe ans Strahlen durch einen 
Punkt 5. Alle Geraden, welche einen Kreis unier a schneiden, 
sind Tangenten eines anderen Kreises, an den sich von S zwei 
Tangenten ziehen lassen. 

II. Fall. Das Büschel bestehe aus konzentrischen Kreisen 
mit dem gemeinsamen Mittelpunkte S. Man verbinde S mit 
dem Mittelpunkte eines Kreises, beschreibe über SO nach 
beiden Seiten Kreisbogen mit dem Peripheriewinkel <c; sie 
mögen den Kreis in A und B schneiden, dann schneiden 
die mit SA und SB beschriebenen S^reise unter a. 

Wegen 72. lassen sich auf diese beiden Falle alle übrigen 
zurückführen. 

74. Dr^ Kreise werden von adU anderen unter bestimmten 
Winkeln geschnitten. 

Die drei Kreise OCfCf' sollen yon anderen Kreisen unter 
den Winkeln ad a geschnitten werden. Nach 73. berühren 
alle Kreise, welche und Cf unter a und d schneiden, eines 
von zwei Ejreispaaren 0^0^ oder 0^0^ und schneiden bei gleich- 
artiger Berührung den äufseren Potenzkreis rechtwinkUg, bei 
ungleichartiger den inneren unter dem Durchmesser. Es sei 
bei 0^0^, gleichartige Berührung, der äufsere Potenzkreis A^^^ 
bei Oj O4 ungleichartige Berührung, der innere Potenzkreis J34. 
Umgekehrt folgt, dafs jeder Kreis, welcher ^i, rechtwinklig 
schneidet und 0^ berührt, auch 0^ berühren und unter a, 
0( unter d schneiden mufs. — In gleicher Weise findet man, 
dafs alle Kreise, welche Cf O' unter dd' schneiden, entweder 
einen Kreis ^12 rechtwinklig oder einen anderen J'^ unter 
dem Durchmesser schneiden. Jeder Kreis, welcher Ay^ und Äv^ 
rechtwinklig und 0' unter d schneidet, mufs und 0" unter 
a und d' schneiden. Alle Kreise endlich, welche OOf' unter 
ad' schneiden, schneiden einen Kreis Ä[% rechtwinklig oder 
J'U unter dem Durchmesser. 

Alle diejenigen Kreise, welche 
entweder A^^ rechtwinklig und Äyi rechtwinklig 
oder -4i2 rechtwinklig und J^ unter dem Durchmesser 

oder J^4 unter dem Durchmesser und Ä\^ rechtwinklig 

oder J34 unter dem Durchmesser u. «7^34 unter d. Durchmesser 

schneiden, bilden je ein Büschel. In jedem dieser vier Büschel 
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giebt es zwei Kreise, welche 0' unter d und daher 00" unter 
aa und also auch entweder J.12 rechtwinklig oder tTU unter 
dem Durchmesser schneiden. Die acht Kreise, welche 0(70" 
unter den Winkeln aa a' schneiden, findet man also, wenn 
man für jede der folgen acht Kreisgruppen. 

-4.12-0.12-4.12, -4^2 -4.12 «Ts*? ■4i2«^-4l2? -^12 «^«^34, 
«'34-0.12 -a.12, O^A\%J^y J^J^^Auj J^J^i^Ju 

denjenigen Kreis konstruiert, welcher die Kreise A rechtwinklig, 
die Kreise J unter dem Durchmesser schneidet. (30, 47, 48). 

75. Die vier Berührungskreise eines Dreiecks herüTvren den 
Mittelkreis (Feuerbachschen Kreis) desselben.*) 




Fig. 25. 

J und Ji seien die Mittelpunkte des inneren und des im 
Winkel A liegenden äufseren Berührungskreises des Dreiecks 
ABCj E und E^ die Berührungspunkte mit BC, A^ und B^ 
die Mitten von BC und AG\ man ziehe ADA^BC und lege 
durch A^B^D einen Kreis M, welcher AD in D^ schneiden 
mag. Dieser Kreis heifst der Mittelkreis (Neunpunktkreis, 
Feuerbachscher Kreis), des Dreiecks ABG. Er schneidet die 
Seiten desselben in ihren Mitten und den Fufspunkten der 
Höhen und trifft die letzteren in den Mitten der nach den 



*) Siehe Taylor: Ancient and moderne Geometry of conics. Seite 355. 

HiiiiKowsEi, Eegelsohnitte. 4 
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Ecken hin liegenden Abschnitte, in welche sie durch den 
Höhenpunkt zerlegt werden.*) Es liegt dann M auf A^B^, 
Um A^ denke man sich mit A^E einen Kreis beschrieben und 
wähle ihn als Basis einer Kreisverwandtschfk. Da er die Kreise 
J und J^ rechtwinklig schneidet, so sind 'diese sich selbst ver- 
wandt; dem Kreise M ist eine Gerade m verwandt, welche 
J?C in einem solchen Punkte F trifft, dafs A^E^ = A^F . A^B, 
— Die Gerade JJy^ wird durch A und BC in G harmonisch 
geteilt, also sind die im Punkte EE^GB auch harmonisch 
und da EAj^ = E^A^ ist, A^E^ = A^G . A^B (4c), daher 
fallen F und G zufammen. — m steht auf A^B^ senkrecht, 
bildet also mit BC einen Winkel, welcher gleich -^A^B^B 
ist, dieser ist als Peripheriewinkel gleich A^B^B. Im recht- 
winkligen Dreiecke ACB ist Bi die Mitte der Hypotenuse, 
also B^C^B^B und <^ B^BC=C] weil A^B^ \\ AB ist, so 
ist ^ B^A^C^ B, Daher ist ^ B^A^C = JB = A^B^D + G 
oder A^B.B = HFC = B — C. 

Zieht man durch F die zweite gemeinschaftliche Tangente 
der Kreise «7 und J^, so bildet sie mit der ersten einen Winkel 
B — (7, fällt also mit m zusammen. Es berührt also m die 
Kreise J und J^, mithin berührt der m verwandte Kreis M 
auch J und eT^, da diese sich selbst verwandt sind. 

Die Tangente m berühren J in K und J^ in Äj, dann 
schneiden die Geraden A^K und A^K^ den Kreis M in den 
verwandten Punkten L und i^, also den Berührungspunkten 
desselben mit J und Jj. 

76. Gegeben ist ein Kreis M und vier Punkte ASSES); man 
soll in den Kreis ein ViereeJc zeichnen, dessen Seiten der Reilw 
nach durch die gegebenen Punkte gehen,**) 

Sei ABCB das verlangte Viereck, dessen Seiten AB, 
BC, CB, BA der Reihe nach durch 81, S9, 6, 2) gehen. Man 
konstruiere durch diese Punkte die Tangenten oder halben 
kürzesten Sehnen und beschreibe mit ihnen um jene Kreise. 
Betrachtet man dieselben als Basen von Kreisverwandtscbaften 



• 

*) Steiner: Die geometrischen Konstruktionen ausgeführt mittelst 
der geraden Linie und eines festen Kreises. Seite 49. 

**) Petersen: Methoden und Theorien zur Auflösung geometrischer 
Konstmktionsaufgaben. 
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(ä), (35), (K), (2D) so verwandelt sich der Punkt A, indem 
man diese Verwandtschaften der Reihe nach anwendet, in sich 
selbst. Ein Punkt P wird durch successive Anwendung der 
Verwandtschaften (21), (33), (6), (2)) in 2) verwandelt; man 
erhält ihn, indem man rückwärts durch successive Anwendung 
der Verwandtschaften (ß), (33), (31) den Punkt 2) in P ver- 
wandelt. Die Gerade AF wird durch die Verwandtschaft (21) 
in einen Kreis durch 21 JBPa verwandelt, dieser durch die Ver- 
wandtschaft (33) in einen anderen durch 2l6 CP«^, dieser durch 
die Verwandtschaft (S) in einen Kreis durch %bcDPabc oder 
%bcDl^ und dieser durch die Verwandtschaft (3)) in eine Ge- 
rade, welche durch A und einen Punkt Q oder %icd geht. Es 
ist also Q derjenige Punkt, in welchen sich 21 durch successive 
Anwendung der Kreisverwandtschaften (33), (ß), (2)) verwandelt. 

Der Winkel, den FA mit dem Kreise M bildet, bleibt 
bei den Verwandlungen ungeändert; mithin schneiden FA und 
QA den Kreis M unter demselben Winkel. Wie die Betrach- 
tung der Verwandlungen erkennen läfst, bilden bei einer ge- 
raden Anzahl derselben, FA und QA eine Gerade. 

Demnach lautet die Auflösung: 

Man verwandle 3) durch successive Anwendung der Ver- 
wandtschaften (S), (33), (21) in P; darauf 21 durch successive 
Anwendung von (33), (S), (3)) in §, so schneidet FQ den 
Kreis in A. 

Diese Auflösung bleibt bei einem beliebigen Polygon von 
gerader Seitenzahl im Wesentlichen ungeändert. 

77. In einen Kreis ein Dreieck ABC zu beschreiben, dessen 
Seiten bezüglich durch die Funkte 2135© gehen. 

Wenn man wie in der vorigen Aufgabe verfährt, so er- 
hält man wieder zwei Gerade FA und QA, die mit dem Kreise 
zwar gleiche Winkel, aber in entgegengesetztem Sinne bilden. 

Deshalb verwandle man einen der Schnittpunkte von P2l 
mit dem Kreise M durch die Verwandtschaften (21), (33), (®) 
in einen Punkt R. Die Geraden 21 P und AF sind dadurch 
verwandelt in JB^ und AQj so dafs also ^%FA = BQA 
wird; diese vier Geraden bilden ein Kreisviereck. Der um 
dasselbe beschriebene Kreis geht durch die Punkte FQ und 
den Schnittpunkt der Geraden 21 P und QR und ist dadurch 

A * 
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bekannt; er geht auch durch Ä und bestimmt in seinem Durch- 
schnitte mit dem Kreise M diesen Punkt. 

Bei der Ausdehnung dieser Auflösung auf ein Polygon 
von beliebiger aber ungerader Seitenzahl ändert sich nur die 
Zahl der Verwandtschaften. 

78. Das Malfattische Problem. 

In ein Dreieck drei Kreise m mcJinen, von denen jeder die 
beiden anderen und ewei Seiten berührt*} 




Fig. 26. 

Die Mittelpunkte der gesuchten Kreise seien OaObOcy ihre 
Berührungspunkte SSI 93, die Berührungspunkte auf den Seiten 
CaCbAbAcBcBa» — Durch Ct lege man einen Kreis 0, welcher 
die Kreise 0« und Oc in S5 berührt; er schneidet AC in B 
und bildet (59b.) gleiche Winkel mit der Seite AG und 
dem Kreise 0^, also auch mit den Seiten ACunAAB. Zieht 
man daher in Ct und D an den Kreis die Tangenten ChF 
und BF, so ist ^ J^fti^ = CDF, also ACtF + ABF = 2iJ 

*) Die mitgeteilte Auflösung ist von Steiner ohne Beweis gegeben, 
von Petersen: Methoden und Theorien, bewiesen. Einen anderen Beweis 
gab Schroeter, Crelle-Borchardts Journal. 1874. 
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und DFCb + ^ = 2i2, also wird der Bogen DCf, durch den 
Winkel A gemessen. 

Die Punkte CaGi, sowie 21S3 sind inverse Punkte der 
Kreise 0« und Ob und liegen daher auf einem Kreise M. Er 
schneide den durch BaJ)^ bestimmten Kreis in E, dann ist 

BaES& + BaBSd = 180^ und 0.^83 + 0.^83 = 180^ 

also <^ BaECa = 180« — i^. und folglich mufs der durch 
BaECa bestimmte Kreis seinen Mittelpunkt in Ä haben. 

In den Punkten Ca und 83 werden AB und Oc von 0« 
berührt, also sind Ca und S3 inverse Punkte von AB und Oc 
und der durch sie gelegte Kreis M schneidet AB und 0^ also 
auch AB und die in 93 an Oc und oder die in C^ an ge- 
legte Tangente C^F unter gleichen Winkeln und daher auch 
unter gleichen Sehnen und weil ACa^ AE, so ist CaCt = 
EG = CbH. — Auf gleiche Art folgt, dafs der durch BaBS&E 
bestimmte Kreis die Gerade AE und die Tangente DF unter 
gleichen Winkeln schneidet. 

Es mögen die Tangenten ChF und BF die Gerade AE 
in Z" und «7 schneiden, dann ist zunächst C^F = BF, C^K 
= EK und DJ= EJ, weil der Kreis M auf CtF und AE 
und der Kreis durch BaBSdE auf DjPund AE gleiche Sehnen 
abschneiden. Daraus folgt 

CöF—CbK^BF—EK 

KF=BJ-FJ—{EJ-KJ) 

= ^FJ+KJ 

oder KF+FJ= KJ. 

Es wäre also im Dreieck FKJ die Summe zweier Seiten 
gleich der dritten Seite, also müssen die Punkte FKJ zu- 
sammenfallen und AEF ist die Halbierungslinie des Winkels A. 

Der Kreis M schneidet also die Geraden AB, AE und 
die Tangenten in 31 und S unter gleichen Sehnen oder gleichen 
Winkeln; es läfst sich daher ein konzentrischer Kreis zeichnen, 
welcher diese vier Geraden berührt. In gleicher Weise ergiebt 
sich, dafs dieser Kreis auch die Halbierungslinie des Winkels 
B berührt. Dadurch aber ist dieser Kreis bestimmt. 

Sind demnach M!M"M"' die Kreise, welche den Dreiecken 
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eingeschrieben sind, in welche ABC durch die Halbierungs- 
linien der Winkel zerlegt wird, so haben sie die Tangenten 
in 31 S3© an die gesuchten Bereise zu gemeinschaftlichen Tan- 
genten und die letzteren sind dadurch bestimmt. 



§7. 

Die harmonisohe VerwandtBChaft. 

79. Man wähle einen festen Punkt und eine feste Ge- 
rade als Centrum und Am. Zwei Punkte, wie AA^ oder BB^, 

welche durch Centrum und 
Axe harmonisch getrennt 
sind , heifsen verwandte 
Punkte] zwei Gerade, wie 
aa^ oder bb^, welche durch 
Centrum und Axe harmo- 
nisch getrennt sind, heifsen 
verwandte Gerade. Die Be- 
ziehung, in welche dadurch 
die Punkte und Ceraden 
der Ebene gesetzt sind, 
heifst „ harmonische Ver- 
wandtschaft^^, Die Mittel- 
linie von Centrum und Axe 
heifst die Mittellinie der Verwandtschaft. 

Es sind dann AA^O%y BB^O^, aa^oa, bb^oh harmonisch. 
Durchläuft der Punkt A die Gerade a, so mufs der ver- 
wandte Punkt J-i die verwandte Gerade a^ durchlaufen, denn 
ÄAiOW sind harmonisch; wenn b sich um B dreht, mufs 
die verwandte Gerade 6^ sich um den verwandten Punkt B^ 
drehen, denn jede durch gelegte Transversale wird durch 
Oobb^ harmonisch geteilt. 

Sind- AB CD harmonische Punkte einer Geraden g, so 
liegen die verwandten Punkte AiB^C^D^ auf der verwandten 
Geraden g^ und gleichzeitig auf den harmonischen Strahlen 
0{ABCD)y sind also selbst harmonisch. 

Wenn P{abcd) harmonische Strahlen sind, so schneiden 
sich die verwandten Strahlen a^b^c^di in dem zu P verwandten 




Fig. 27. 
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Punkte Pj und schneiden die Axe o in ihren Schnittpunkten 
mit ah cd, sind also auch harmonisch. 

Aus der Definition der Verwandtschaft haben sich also 
unmittelbar folgende Sätze ergeben: 

a. Zwei verwandte Punkte liegen mit dem Centmm in einer 
Geraden,. Dieses, sowie jeder Punkt der Axe, ist sich selbst 
verwandt 

b. Zwei verwandte Gerade schneiden sich auf der Axe. 
Diese, sowie jede Gerade durchs Gentrum, ist sich selbst verwandt. 

c. Durchläuft ein Punkt eine Gerade, so durchläufl der ver- 
wandte Punkt die verwandte Gerade. 

d. Dreht sich eine Gerade um einen Punkt, so dreht sich 
die verwandte Gerade um den verwandten Punkt. 

e. Vier harmonischen Punkten oder Strahlen sind wieder 
harmonische Punkte oder Strahlen verwandt. 

f. Einer Punkt- oder Strahleninvolution ist tvieder eine Punkt- 
oder Strahleninvolution verwandt. 

Sind nämlich AÄBB'CC' . . . Punktpaare einer Invo- 
lution auf der Geraden g, so schneiden die Strahlenpaare 
0{AÄBP^CC\ . .) die verwandte Gerade g^ in der verwandten 
Involution A^A^B^B^G^C^ . . . ■ 

Sind andererseits adbVcc . . . Strahlenpaare einer Invo- 
lution im Punkte P, so treffen sich die verwandten Strahlen- 
paare a^a^byb^ c^c^ . . . im verwandten Punkte Pj und da je 
zwei verwandte Strahlen sich auf der Axe schneiden, so bilden 
Oia/ft^ft/cic/. . . eine Involution. 

g. Der Mittellinie von Centrum und Axe ist g^ ver- 
wandt (4 b). 

h. Wählt man Pol und Polare eines Kreises als Centrum 
und Ajxe, so ist der Kreis sich selbst verwandt (14). 

80. Soll man eine solche Verwandtschaft herstellen, dafs 
der Kreis sich selbst und der Geraden p die Gerade p^ ver- 
wandt ist, so ziehe man vom Schnittpunkte Q die Tangenten 
QA und QA^, schneide AA^ mit p und p^ in P und P^ und 
konstruiere dasjenige Punktpaar OOf, welches AA^ und PP^ 
harmonisch teilt, so sind und QO' oder 0' und QO Centrum 
und Axe der Verwandtschaft. 
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Wenn Q innerhalb des Kreises liegt, so schneide man den 
Kreis mit p und p^ m BG und B^C^ und konstruiere die 
Schnittpunkte von BG^ und B^C und 0' von BB^ und GG^ 
so sind wieder und Qff oder 0' und ^0 Centrum und Axe. 

Fällt p^ mit jr«, zusammen, so liegt Q im unendlichen; 
AAy^ wird der auf p senkrechte Durchmesser. Man ziehe die 
Tangente BD an den Kreis und schneide sie auf AA^ nach 
beiden Seiten bis und (7 ab, so sind und QO oder (/ 
und QO Gentrum und Axe. Die Axe ist in diesem Falle 
parallel mit jp. (4 c. 4 b). 

81. Auf gleiche Art läfst sich eine harmonische Verwandt- 
schaft herstellen, in welcher ein Kreis sich selbst verwandt 
ist und zwei Punkte P und Pj verwandte Punkte sind. 

Wenn BP^ den Kreis in AA^ schneidet, und 0(7 das- 
jenige Punktpaar ist, welches die Strecken AA^ und BP^ 
harmonisch teilt, so sind und seine Polare oder ff und 
seine Polare Centrum und Axe. 

Schneidet BB^ den Kreis nicht, so ziehe man von P die 
Tangenten h und c, von P^ die Tangenten h^ und c^, und ver- 
binde die Schnittpunkte ic^ undS^c, sowie hi^ und cc^ durch die 
Geraden o und o\ dann sind'o und der Schnittpunkt von BB^ mit 
oder d und der Schnittpunkt von BB^ mit o Axe und Centrum. 

82. Welches ist der Ort der Centra aller harmonischen 
Verwandtschaften, in denen ein Kreis M sich selbst und einem 
Punkte P ein Punkt auf g^ verwandt ist? 

Der Punkt P mufs aufserhalb des Kreises M liegen. Um 
P beschreibe man denjenigen Kreis, welcher M rechtwinklig 
schneidet, so ist er der gesuchte Ort. 

Denn ist Off ein Durchmesser des Kreises P, so wird 
er durch M harmonisch geteilt (27 c); die Polare o von für 
M geht durch ff. Nimmt man also und o als Centrum und 
Axe, so ist dem Punkte P eiu solcher auf g^ (4b) und der 
Kreis sich selbst verwandt. 

83. Welches ist der Ort der Centra aller harmonischen 
Verwandtschaften, in denen der Kreis M sich selbst und seinem 
Mittelpunkte ein Punkt einer biestimmten Geraden ^verwandt ist? 

Die Gerade mufs den Kreis M schneiden; der durch die 
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Schnittpunkte gelegte Kreis JE, welcher M rechtwinklig 
schneidet, ist der gesuchte Ort. 

Ein Durchmesser von M wird durch die Schnittpunkte 
und 0' mit K harmonisch geteilt (27 c); g ist die Polare von 
M für K, also wird OO durch M und g harmonisch geteilt. 
Nimmt man also als Centrum und seine durch 0' gehende 
Polare als Axe, so ist der Kreis sich selbst und dem Punkte 
M der Schnittpunkt von g mit Off verwandt. 

Aus 82. und 83. folgt: Es giebt im allgemeinen zwei 
harmonische Verwandtschaften, in denen ein Kreis sich selbst 
verwandt ist, so dafs der einem gegebenen Punkte verwandte 
Punkt auf g^ und der dem Mittelpunkte verwandte Punkt 
auf einer gegebenen Geraden liegt. 

84. Eine harmonische Verwandtschaft herzustellenj in welcher 
einem Vierecke ein Parallelogramm verwandt ist. 

Man verlängere die Gegenseiten, bis sie sich schneiden, 
ziehe die Verbindungslinie und wähle Centrum und Axe so, 
dafs jene die Mittellinie beider wird. 

85. Gegeben sei ein Viereck ABP^F^; die verwandte Figtir 
3133^1^2 ^^^^ ein , Kreisviereck sein. 

Man schneide die Seiten Pi-4, 
P,Ä, P,B, P,B in A,, A,, B,, B, 
durch eine Gerade g und konstruiere 
(8b^ denjenigen Kreis K^ von dessen 
Punkten A^A2 und B^^B^ unter glei- 
chen Winkel erscheinen, so ist jeder 
Punkt desselben Centrum einer 
harmonischen Verwandtschaft, in wel- 
cher dem Viereck ABP1P2 ein Kreis- 
viereck verwandt ist. Um die Axe 
zu erhalten, fälle man von eine Senk- 
rechte auf g, schneide mit ihr den 
Kreis noch in 0' und ziehe \\ g 
durch 0\ 

Der Geraden g ist g^ verwandt, also liegen die den 
Punkten ^1^2 -^1^2 verwandten Punkte %^%^i^2 ^-uf g^. 
Von jedem Punkte des Kreises K sieht man ^1^2 ^^^ ^1^2 
unter gleichen Winkeln, also ist 




Fig. 28. 
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und daher auch ^ ^^0% = »lO»« (79a). 

Da Sl^SlgSiSa ^™ Unendlichen liegen, so ist 

%%, II 0%,, %%, II 0%, as»! II oaSi,. s»^ II oas^ 

also ^%,^% = ^,^^, 

oder <^5ßia5ß2 = $ßia3$2, 

d. h. SiaS^i^ßa liegen auf einem Kreise. 

86. Gegeben ist ein Viereck AB CD; die verwandte Figur 
3193SD soll ein Rechteck sein. 

Die Gegenseiten 
AB und CD schnei- 
den sich in G, BC 
xmd AD in F. Über 
GF beschreibe man 
einen Kreis, nehme 
auf ihm einen Punkt 
als Centrum und 
die Äxe o so, dafs 
GF von und o die 
Mittelsenkrechte ist. 
Zunächst folgt 
aus 84, dafs die ver- 
wandte Figur H 95 © ® 
ein Parallelogramm 
ist, dessen Seiten den Geraden OG und OF parallel sind. 
Da diese auf einander senkrecht stehen, so ist das Parallelo- 
gramm ein Rechteck. 

87. Gegeben sei ein Fünfeck ABCP^P^; die verwandte Figur 
soll ein Kreisfünfeck sein. 

I. Man schneide P^A und P^A, P^B und P2B, P^G und 
P^C mit einer Geraden 5^ in A^A^, B^B^y C^Cg und konstruiere 
die beiden Punkte und (/, von denen die Strecken A^A^j 
B1B2, C^Cg unter gleichen Winkeln gesehen werden. Durch 
0' lege man ^ g, so sind und Centrum und Axe der 
gesuchten Verwandtschaft. 

Beweis wie in 85. 




Fig. 29. 
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II. Man teile durch die Bechs Yerbindangalinien der vier 
Punkte ABCD die Ebene in die Gebiete a, ß, y; E liege 
in einem der Gebiete a. 
Die drei Diagonalpunkte 
des Vierecks ABCD seien 
FGH. Man sehneide J'& 
mit EA und EC in J 
und K, beschreibe über 
FGuadJK Kreise; diese 
mUsseu sich in zwei Punk- 
ten und C schneiden. 
Man wähle oder 0' als 
Centrum und FG als 
Mittellinie der Verwandt- 
schaft. 

Aus 86. folgt zu- 
*■ *^'' nächst, dafs das ver- 

wandte Viereck 91 58 ES) ein Rechteck ist. K ist der Schnitt- 
punkt von AE und OK; der ihm verwandte Punkt Ä liegt 
deshalb auf der verwandten Geraden 9t® und auch auf OK, 
aber im Unendlichen, also ist S(® || OK und ebenso ß® || OJ, 
d. h.^9ieS = 90'' und @ liegt auf dem um das Rechteck 
9tSß® beschriebenen Ereise. 

Liegt E in einem der Räume ß, so schneide man GH 
mit ^^ und ED in ^, und Jj, dann schneiden sieh die Kreise 
Über GE und 57, (/"i in zwei Punkten O'Oi'. Legt man o, || GS 
durch Oj', so sind 0, und o, Centrum und Basis. 

Liegt endlich E in einem der Räume y, so schneide man 
SF mit EA und E£ in K^ und J^; dann schneiden sich die 
Kreise über HF und K^J^ in 0^ und Og'. Legt man Oj || ffJ" 
durch Og', so siud 0^ und Og Centrum nnd Basis. 

Die genannte Konstruktion liefert, wie die Anschauung 
ergiebt, die Punkte 00' bez. OiO,' oder O^O^' stets reell, 

88. Gegeben ist ein' Viereck; die verwandte Figur soll ein 
Motnhus sein. 

Die Gegenseiten des Vierecks ABCD schneiden sich in 
E und F; die Diagonalen AC und BD schneiden EF in H 
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und J. lieber HJ als Durchmesser beschreibe man einen Kreis, 
nehme auf ihm als Centrum und die Axe o so an, dafs der 




Fig. 80. 

EF die g^ verwandt wird. Dem Vierecke AB CD ist ein 
Parallelogramm verwandt, welches ein Rhombus sein mufs, 
da die Diagonalen auf einander senkrecht stehen. 

89. Beschreibt man noch über EF einen Kreis, so mufs 
dieser denjenigen über HJ in zwei Punkten schneiden. Wählt 
man einen dieser Punkte als Centrum, so wird der Rhombus 
ein Quadrat. Es ist also die Aufgabe gelöst. 

Gegeben ist ein Viereclc, di^ verwandte Figur soll ein Qua- 
drat sein. (Fig. 30). 

Man findet das Centrum als Durchschnitt der Kreise 
über EF und ÄJ. 

90. Gegeben ist ein Fünfeck ABC KL; in das verwandte 
Fünfeck soll sich ein Kreis zeichnen lassen. 
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Es schneiden sich ÄK und CL in D, ferner die Gegen- 
seiten von AB CD in E und jP; man ziehe die Diagonalen 
äC und BD, die sich in G und EF in H und J schneiden, 
schneide AB mit KL in Jlf, £i^mit ÖÄ" und GM in iV^ und 




Fig. 30 a. 

P und beschreibe über HJ und JJTP zwei Kreise. Diese 
mögen sich in und 0' treflFen. Wählt man als Centrum 
und durch 0' parallel zu EF als Axe, so läfst sich in das 
verwandte Fünfeck Sl35®Sß ein Kreis zeichnen. 

Nach 88. wird 21S5(S33 ein Rhombus, also läfst sich an 
vier Seiten des Fünfecks ein Berührungskreis legen, dessen 
Mittelpunkt ® ist. Da aber <^ S®3Ä ein Rechter ist, so mufs 
dieser Kreis auch Ä3R berühren, denn jede Tangente dieses 
Kreises zwischen den parallelen Tangenten 81 85 und 62) spannt 
am Mittelpunkte einen rechten Winkel. 

Damit die Schnittpunkte und 0' reell sind, mufs von 
den Punkten N und P der eine auf der Strecke HJ, der 
andere auf der Verlängerung liegen. Dies ist aber der Fall, 
wenn die fünfte Seite KL eine der Seiten des Vierecks AB CD 
selbst, die Gegenseite aber in der Verlängerung schneidet. 
Man hat daher unter den fünf Geraden vier so zu wählen, 
dafs sie ein Viereck bilden, in welchem die fünfte Gerade die eine 
Seite selbst, die Gegenseite in der Verlängerung schneidet. 
Dies aber ist stets möglich. 
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91. Gegeben sind vier Punkte AB CD und durch Ä die 
Gerade a; die verwandte Figur soll so beschaffen sein, dafs das 
verwandte Viereck SIS5(£S) ein Bechteck unrd und der um dasselbe 
beschriebene Kreis die verwandte Gerade a berührt 

Die Gerade a liegt entweder im Winkel BÄC oder CAD 
oder in keinem von beiden. — Im ersten Falle schneide man 

HF mit a in J und mit AB 
in. Kj beschreibe über HF und 
JK Kreise, die sich in und 
0' schneiden. Man nehme 
als Centrum der Verwandt- 
schaft und lege die Axe durch 
0' parallel zu FH. 

Im zweiten Falle schneide 
man GH mit a in Ji und mit 
AB in Kl, beschreibe über 
6rfl'und JiK^ Kreise, die sich 
in Ol und 0^' schneiden, nehme 
Ol als Centrum und lege die 
Axe durch 0^ parallel zu GH. 

Im dritten Falle schneide man FG mit a in Jg und mit 
AG in K^j beschreibe über FG und J^K^ Kreise, die sich in 
O2 und O2' schneiden, nehme 0^ als Centrum und lege die 
Axe O2 durch Og' parallel zu FG, 

92. Gegeben sind vier Gerade ah cd und auf a der PunM 
P; die verwandten Geraden abcb sollen einen Bhombus bilden, 
dessen eingeschriebener Kreis durch den verwandten Punkt ^ geht 




Fig. 31. 
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Der Punkt P liegt entweder auf der Strecke AB oder 
BE oder auf keiner von beiden. 

Im ersten Falle schneide man EF mit GP in K, beschreibe 
über HJ und EK Kreise, die sich in und 0' treflfen, nehme 
als Centrum und lege die Axe o durch 0' parallel zu EF. 

Im zweiten Falle schneide man AC mit JP in JEj, be- 
schreibe über GH und AK^ Kreise, die sich in 0^ und 0^ 
treffen, nehme 0^ als Centrum und lege die Axe o^ durch 0^ 
parallel zu AG. 

Im dritten Falle schneide man GJ mit HB in Zg? ^ß- 
schreibe über GJ und BK^ Kreise, die sich in 0^ und 0^ 
schneiden, nehme 0^ als Centrum und lege die Axe durch 0^ 
parallel zu GJ. 

93. Gegeben sind drei Punkte ABC und durch A und B 
die Geraden a und h; der durch die verwandten Punkte ieschrie- 
hene Kreis soll die verwandten Geraden berühren. 

Die Geraden a und b 
schneiden sich in 2); ziehe 
AC und BC lege durch JD 
eine Gerade, welche AB, 
AC,BC in den Punkten C, 
B'y Ä SO schneidet, dafs C 
und J) durch Ä und B> 
getrennt sind, beschreibe 
über CD und A^B! Kreise, 
die sich in und 0' 
schneiden, nehme als 
Centrum und lege die Axe 
durch 0' parallel zu C J). 
Sind ?ia3(S3)ab die 
verwandten Elemente, so 
sind die Winkel 2)3183, 2)9331, SlßSS rechte' und daher be- 
rührt der durch 3133S gehende Kreis die Geraden a und b in 
Sl und 83. 

94. Gegeben sind drei Gerade abc und auf a und b die 
Punkte A und B; die verwandten Geraden sollen einen Kreis in 
dm verwandten Punkten berühren. Fig. 33. 




Fig. 33. 
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AB werde von c in E geschnitten^ ÄBEF seien har- 
monisch; DF treffe c in C, man ziehe AC und BC, schneide 
diese und AB mit einer Geraden durch D in B', Äy C\ be- 
schreibe über AB! und CD Kreise, die sich und 0' treffen, 
nehme als Centrum und lege die Axe durch O parallel 
zu AB!, 

95. Biß Symmetrie. 

Wenn bei einer harmonischen Verwandtschaft das Centrum 
im Unendlichen, aber auf einer zur Axe senkrechten Richtung 
liegt, so liegen zwei verwandte Figuren symmetrisch zur Axe, 
d. h. wenn man die eine Halbebene um die Axe dreht und 
mit der anderen Halbebene zur Deckung bringt, so fallen die 
verwandten Figuren aufeinander. 

Nimmt man die unendlich entfernte Gerade g^ zur Axe 
einer harmonischen Verwandtschaft, so liegen zwei verwandte 
Punkte gleichweit entfernt vom Centrum. Jede Figur kann 
man durch Verschiebung in der Ebene mit der verwandten 
Figur zur Deckung bringen. 

Im ersten Falle heilst die Verwandtschaft cucialey im zwei- 
ten centrale Symmetrie. 

Für jede Art von Symmetrie gelten natürlich die Sätze 
79 a bis d. Leitet man diese Sätze für die Symmetrie* aus den 
geometrischen Grundsätzen ab, so können sie statt der Con- 
gruenz als Fundament der Geometrie benutzt werden. Näheres 
hierüber im „Leitfaden der ebenen Geometrie" von Dr. Hubert 
Müller. 

§ 8. 
Anwendungen der harmonischen Verwandtschaft. 

96. Die Verbindungslinien ai, cd, ef eines Punktes mit 
den Pdaren AB, CD, EF von Gegenecken eines vollständigen 
Vierseits sind drei Strahlenpaare einer Involution. 

Man wähle als Centrum einer harmonischen Verwandt- 
schaft und die Axe o so, dafs der EF die g^ verwandt ist, 
dann ist dem Viereck ABCD ein Parallelogramm 2[33S® 
verwandt, dessen Seiten zu OE und OF parallel sind. (84). 
Aus den Proportionen 
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05 : 0® = §g : Slg = 3g : 33® = 3g : ßg 
folgt: 3l5.35 = 6g.€>g. 

Die Schnittpunkte der 
mit e parallelen Geraden 
%% der Strahlen ahcdef 
sind drei Punktpaare einer 
Involution, deren Central- 
punkt ^ ist, also bilden 
ahcdef drei Strahlenpaare 
Fig. 84. einer Involution. 

97. Die Schnittpunkte AB, CD^ EF einer Geraden g mit 
den Paaren von Gegenseiten eines vollständigen Vierecks MNPQ 
sind drei Punktpaare einer Involution. 

Man stelle eine solche 
harmonische Verwandtschaft 
her, dafs der Geraden PQ 
die g^ verwandt ist, dann 
ist, wenn man mit 

die zu 

ABCDEFMN 

verwandten Punkte und mit 
g die zu g verwandte Gerade bezeichnet, 

SR® : 91® = Sie : ® ® = e® : 83®, 

also 9l®.95® = e®.S)®. 

Da f5 im Unendlichen liegt, so sind 31 93 ® 5) @ 5 Punktpaare 
einer Involution mit dem Centralpunkte ®; also sind auch 
ABGBEF in Involution. (79f). 

98. Jede Gerade g wird von einem Kreise M und den 
Gegenseiten eines eingeschriebenen Vierecks AB CD in den Punkt- 
paaren einer Involution geschnitten. 

Die Schnittpunkte von g mit M und den Seitenpaaren 
AB und CD, AD und BC seien EF, GH, JK. Man stelle 
eine solche harmonische Verwandtschaft her, dafs der Kreis 
sich selbst und dem Punkte K ein Punkt auf g^ verwandt 
ist (82). Die den Punkten ABCDEFGHJK und der Geraden 

MiiiiKOWSKT, Eegelsohnitte. 5 




Fig. 35. 
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Fig. 36. 



g verwandten Elemente seien 

3lS3ea)@g®^SS und g. 
Letztere wird der Geraden S3K, auf 
welcher S im Unendlichen liegt, 
parallel sein. Dann ist 

Weil aber «3)$® mit«® S» gleich- 
winklig, also auch ein Kreisviereck 
ist, so ist auch 

331.3® = 3$. 3®, 

also 

35.3® =3^.3®, 

d. h. eg®$3Ä sind drei Punkt- 
paare einer Involution mit dem Centralpunkte 3; also sind 
auch EFGHJK in Involution. 

98 a. Die Tangenten von einem Punkte P an einen Kreis 
M und die Verbindungslinien mit den Gegeneckenpaaren eines 
umgeschriebenen Vierseits sind in Involution. 

I. Es seien AA^, ^^u GC^ die drei Paare von Gegen- 
ecken, DDj die Berührungspunkte der Tangenten; es seien 
ferner aa^j b\, cc^ die Polaren von AA^, -B^u CIGi- Di^ 
Verbindungsgerade DD, ist die Polare p von P. Da aa^, &&,, 
cc^ die drei Paare von Gegenseiten eines vollständigen dem 
Kreise M eingeschriebenen Vierecks sind, so werden sie von 
p in einer Involution geschnitten, zu welcher auch das Punkt- 
paar DD^ gehört. Die Polaren der Punktpaare einer Invo- 
lution bilden aber die Strahlenpaare einer Strahleninvolution; 
denn die Strahlenpaare, welche den Mittelpunkt M mit den 
Punktpaaren der Punktinvolution verbinden, bilden eine Strahlen- 
involution; auf diesen Verbindungslinien stehen aber die. Polaren 
jener Punkte senkrecht, bilden also dieselben Winkel und das 
Büschel Von Polaren ist der Strahleninvolution im Mittelpunkte 
kongruent, also selbst eine Involution. 

IL Der Beweis dieses Satzes läfst sich auch durch Be- 
nutzung der harmonischen Verwandtschaft ohne Polarisation 
führen. 

Dazu braucht man folgenden Hilfssatz: 
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Zieht man von einem Punkt P an einen Kreis zwei Tan- 
genten und schneidet sie durch zwei parallele Tangenten a und h 
in den Punkten EG und FH^ so ist für jede Lage von a und 
6 das Produkt PE . PH = PF . PG konstant: 

Sind c und d 
zwei andere parallele 
Tangenten, welche a 
und b in den Punkten 
AB und CD schnei- 
den und ist J der 
Schnittpunkt von c 
mit PFy K derjenige 
von d mit PE, so 
ist, wenn N und L^ 
Berührungspunkte 
sind: 

^ £ = i NML^ 

= i(180«-a) 

= 90« - J 

Daher haben die Dreiecke BMJ, JMF und FMD gleiche 
Winkel und sind ähnlich, folglich gelten die Proportionen 

BJiBM =DM:DF 

oder, weil DM=BM, BM^=BJ . BF. 

Da auch BM^=BN.BÄ 

wegen des rechtwinkligen Dreiecks ABM und BN = B^, 
AB = CD ist, so folgt 

BJ:BL==CD:DF 

und daraus LJ \\ CF] 

ebenso KÄ \\ GN. 

Aus den Proportionen 

BL:BJ = DF:CD 
und BN:BG = DK:ÄD 

folgt BJiBG^DKiDF 

und GJ II FK 

5* 



rig. 36 a. 
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Folglich aus ähnlichen Dreiecken 

PF:PK=PJ:PG 
oder PF.Pa^PK.PJ. 

Mittelst des bewiesenen Hilfssatzes ergiebt sich der Haupt- 
satz auf folgende Art: 

ÄCf BDy EF seien die Gegeneckenpaare eines dem Kreise 
M umgeschriebenen Vierseits, P ein beliebiger aufserhalb des 




QO 



OO 



Fig. 63 b. 

Kreises liegender Punkt. Man verwandle durch harmonische 
Verwandtschaft den Kreis in sich selbst und die Gerade PF 
in die unendlich ferne Gerade g^, ABC DE in SIS3S2)®. 
Durch den zu P verwandten Punkt ^^ gehen die zu @$ß 
parallelen Geraden SlSj, S33)i und die gleichfalls zu ©^ 
parallelen Tangenten @§ und ®i3. Wenn D der Schnitt- 
punkt von ®S) und 6^« ist, so hat man die Proportionen 

OS) :D® =e3):e§ 
Da aber nach dem Hilfssatze 

esB .es) =63 .e^, 

so ist auch 

und ebenso 

Cie .0(£i = Q®.D®i, 

also sind (S6i, S)S)i, &&i Punktpaare einer Involution, deren 
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Centralpunkt D ist. Nach den Gesetzen der harmonischen 
Verwandtschaft sind daher die Strahlen 

P {ÄC, BD, OG^y EF) 

auch in Involution. Die Geraden TG und JPG^ sind Tangenten 
des Kreises. 

99. Diejenigen Geraden, welche einen Funkt P von den 
Punkten eines Kreises und den Gegenseitenpaaren eines ihm ein- 
geschriebenen Vierecks har^nonisch trennen, schneiden sich in einem 
Punkte Q, 

Zunächst soll die Richtigkeit für einen ganz speziellen 
Fall bewiesen werden. 

EFG seien die drei Diagonalpunkte des Vierecks AB CD, 
Man halbiere die in EFG entstehenden Winkel. Als Peri- 
pheriewinkel ist ÄDG ==^ 
BCG] ferner ^ DGH = 
CGJ, also ^ DHG = CJG, 
' und ebenso ^2)XL = (7iZ, 
also sind die Dreiecke FHJ 
und FKL gleichschenklig, 
HJ II KLy und es schneiden 
sich die Halbierungslinien 
der Winkel in EFG zwei- 
mal zu je drei in zwei im 
Unendlichen liegenden Punk- 
ten P» und Q^. Ist M 
der Kreismittelpunkt, so ist MP^ JL MQ^ , also sind P^ und 
ö» konjugierte Punkte. Da aber EP^ und EQ^, FP^ und 
FQ^, GP^ und GQ^ die drei Seitenpaare harmonisch tren- 
nen, so ist der Satz für den speziellen Fall bewiesen. 

Auf ihn läfst sich der allgemeine Fall zurückführen. Die 
Geraden , welche den beliebigen Punkt P von den Seitenpaaren 
{AB, CD) und dem Kreise M harmonisch trennen, seien e 
und p und mögen sich in Q treffen. Wenn die Gerade PQ 
den Krri« triflft, so folgt der Satz unmittelbar aus 98; wenn 
aber P^^ den Kreis nicht triflft, so stelle man eine solche 
harmoni^he Verwandtschaft her, dafs der Kreis sich selbst 
und der Geraden PQ die g^ verwandt ist. Den Punkten P 




Fig. 37. 
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und Q sind die bezüglich des Kreises konjugierten Punkte 
5ß« undD« und den Punkten ABCDEFG sind StSBeSDSg® 
verwandt. Da nun @?[ und (£6 durch S^« iii^d SD« l^ar- 
monisch getrennt sind, ®^«, J» ®Cl« ist, so treflfen sich nach 
dem speziellen Falle die Geraden, welche D« von den anderen 
Seitenpaaren des Vierecks $IS3S2) harmonisch trennen^ in 
Doo? also die verwandten Geraden in Q, womit der Satz be- 
wiesen ist. 

100. Drehen sich drei Seiten eines Vierecks um drei feste 
Punlcte einer Geraden und bewegen sich seifte Ecken auf einem 
Kreise, so dreht sich auch die vierte Seite um einen festen Punkt 
derselben Geraden. 

Folgt unmittelbar aus 98 und 99. 

101. Der Pa^caVsche Satz. 

In jedem Kreissechsecke liegen die Schnittpunkte der Gegen- 
seiten in einer Geraden. 

^.'-yp Das Kreissechseck 
r,-' '"',./'' ABCDEF teile man durch 

^D in die Vierecke ABCB 
und EFAD. Die Seiten AB 
und DE, BC und EF, AB 
und AD dieser Vierecke gehen 
durch die Punkte MNQ einer 
Geraden, also müssen nach e, 
auch CD und AF sich in 
einem Punkte dieser Geraden 
treflfen. 

102. Diejenigen drei Geraden, welche einen Punkt P von 
den drei Gegenseitenpauren eines vollständigen Vierecks harmonisch 
trennen, treffen sich wieder in einem Punkte Q. Cf. 357. 

Die Paare von Gegenseiten, welche die vier Punkte ABCB 
verbinden, seien ab, cd, ef. Man stelle eine solche harmonische 
Verwandtschaft her, dafs dem Vierecke AB CD ein Kreis- 
viereck S193S® verwandt ist (85). Den Elementen abcdefP 
seien verwandt abcbcf^. Da nun die Geraden, welche ^ von 
ab, cb, ef harmonisch trennen, sich nach 99. in einem Punkte 
D treffen, so müssen sich auch die verwandten Geraden in 
einem Punkte Q treflfen. (79 c und e). 




Fig. 88. 
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103. Diejenigen Punkte, welche eine Gerade g von den 
drei Gegeneckpaaren eines vollständigen Vierseits harmonisch 
trennen f liegen in einer Geraden. 

Man stelle eine harmonische Verwandtschaft her, in welcher 
der g die g^ verwandt ist. Da nach 58 a der Satz für g^ im 
verwandten Vierecke gilt, so mufs er auch fürs ursprüngliche 
gelten. (^79 c imd e). 

104. Andere Ableitung des PascaVschen Satzes, 

Es sei ABCDEF ein Kreissechseck; es seien M, N, Q die 
Schnittpunkte von AB und DE, BC und EF, CD und FA. 

a. Die Gerade MN schneide den Kreis K 
nicht. Man stelle in diesem Falle eine 
harmonische Verwandtschaft her, in wel- 
cher K sich selbst, der MN aber g^ 
verwandt ist. Da die den Punkten M 
und N verwandten Punkte SR und 91 im 
Unendlichen liegen, so müssen von den 
Seiten des verwandten Sechsecks 3193 und 
S)g, S3e und (£g parallel sein. Weil 
aber Bog. SIS) = 83® = 6g ist, so ist 
auch 62) II 531. Daher liegt der dem Punkte Q verwandte 
Punkt auch auf g^ und Q somit auf MN. 

b. Wenn MN den Kreis schneidet, so hat man noch die 
Fälle zu unterscheiden, ob einer der Punkte MNQ auf serhalb 
des Kreises liegt oder nicht. 

I. M liege aufserhalb des Kreises K. 

Man stelle eine solche harmonische 

Verwandtschaft her, dafs K sich selbst 

und dem Punkte M ein Punkt 9Ji auf 

g^ verwandt ist (82). In dem ver- 

-^ wandten Kreissechsecke 81 S5 6 2) ® g 

sind also 21 83 und 2)S parallel. Da- 

' her ist Bog. 21® = S3S) und ^ 2lg@ 

= S3SS), also 691^5 ein Kreisviereck, 

folglich ^ eSR5ß + S5$ß = 2B. Da 

auch 69321 + 6g2l = 2B ist, so mufs 

SR5ß sein, d. h. S«5ß geht durch 3R, also 



Fig. 39. 




65K^ = ga32t und 2183 

müssen die verwandten Punkte üf-KTauch auf einer Geradenliegen. 
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IL Keiner der drei Punkte MNP liegt aufserhalb des 
Kreises. 

Man stelle eine solche harmonische Verwandtschaft her, 
dafs der Kreis sich selbst und dein Punkte M der Mittelpunkt 
K verwandt ist (81. 83). In dem verwandten Kreissechsecke 
21 S5 SS) (5 5 schneiden sich die Gegenseiten 21 83 und 3)6 in 
K-, Z5ß treflfe den Kreis in @. Man mac^e ©g^ = @g, ziehe 

gi5ß bis 2li, dann ist %\±K^', 
ziehe ferner 2)@i || 352(i, dann ist 
StiSeSDSigi ein Sechseck, in wel- 
chem die Gegenseiten 2(i 33 und 2) (£i 
parallel sind. Daher liegen nach 
dem vorigen Falle die Schnittpunkte 

(31.S8, e,S)), (83®, e,go, (©2), 

5i 2li) in einer Geraden. Da der letzte 
Schnittpunkt aber ^ ist, so muTs 
diese Gerade K® sein, weilj^@]12lia3 
ist. Weil ferner Bog. 21® = 952) = 21^©^ ist, so ist g@i || 2l2li, 
also müssen sich S^^i ^^^ ®5 ^^ einem Punkte von K% 
treffen. Da aber auf K® sich auch 83© und ©ifJi schneiden, 
so mufs auch der Schnittpunkt 91 von %% und 336 auf K® 
liegen. Auf dieser Geraden liegen also die Punkte SDiSH^ß, 
auf der verwandten Geraden also MNP. 

105. In jedem Kreisfünfecke liegen die Schnittpunkte von 
zwei Paaren nicht aufeinanderfolgender Seiten mit demjenigen 
dritten Punkte in einer Geraden, in welchem die fünfte Seite von 
der Tangente der gegenüberliegenden Ecke geschnitten mrd. 

Es sei ABCBE ein Kreis- 
fünfeck und a die Tangente in^ 
A\ man stelle eine solche har- 
monische Verwandtschaft her, 
dafs der Kreis sich selbst und 
dem Schnittpunkte M von a 
und CD ein unendlich ferner 
Punkt äJi verwandt ist (82). In 
dem verwandten Fünfecke 
218362)® ist ^ 21336 = 2)6^, 
also ist 339fi@5ß ein Kreisviereck und ^®5ßS«-.@33SR = @2l3Ä 




y<^l^ 



^St'^f*d.-<*> 



Fig. 42. 
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und Sl$ß II a. Da also 2R9l5ß in einer Geraden liegen, so ist 
dies auch mit MNP der Fall. 

106. In jedem Kreisvierecke sind die Schnittpurikte der 
Gegenseiten und der Tangenten in den Gegenecken vier harmo- 
nische Funkte, 

Man stelle eine solche 
harmonische Verwandtschaft 
her, dafs der Kreis sich selbst 
f und dem Schnittpunkte M 
zweier Tangenten a und c in 
den Gegenecken A und C ein 
Punkt 2R auf g^ verwandt ist. 
In dem verwandten Kreisvier- 
ecke SIS5SS) ist S39lS)?ß ein 
Kreisviereck, weil -^ 9i®^ 
= 3ig55ß = 90«, also ^ $«5ß2) = 91852) = SKSIJ) und folglich 
S13K II 91^. 

Anderer Beweis. 

Die drei Diagonalpunkte des Vierecks AB CD seien NPR] 

NP ist die Polare von JB, 
also müssen sich die Tan- 
genten a und c in A und C 
in einem Punkte M von NP 
und ebenso diejenigen h und 
d in B und D in einem 
Punkte Q von ^P. schneiden 
(15, 19). Da aber B{ABNP) 
harmonische Strahlen sind 
(10), so müssen auch 

NPMQ 
harmonische Punkte sein (20). 

107. (Fig. 44.) Die Tangenten ahcd bilden ein dem Kreise 
umgeschriebenes Vierseit. Da die Tangenten a und b sowohl, 
wie c und d sich auf PB, a und d aber, sowie 6 und c sich auf 
QR schneiden müssen (16, 19), so erhält man den Satz: 

In jedem Tcmgentenvierseite sind die Verbindungslinien der 
Gegenecken und der Berührungspunkte auf den Gegenseiten har- 
monische StraMen, 




Fig. 44. 
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108. In jedem einem Kreise eingeschriebenen Dreiecke werden 
die Seiten von den Tangenten durch die Gegenecken in drei Punkten 
einer Geraden geschnitten. 

Es sei ABC ein eingeschriebenes Dreieck; die Tangenten 

ft> ^ ahc in den Ecken ABC schneiden die 

Gegenseiten in MNP. Man stelle 
eine solche harmonische Verwandt- 
schaft her, dafs der Kreis sich selbst 
und dem Punkte M ein Punkt 9K von 
g^ verwandt ist. In dem verwandten 
Dreiecke 2193S ist aus Symmetrie- 
gründen SW5ß II 93®. 

Anmerkung. Die Sätze 105, 
106, 108 kann man aus dem Pascal- 
schen Satze auch dadurch ableiten, 
dafs man eine oder zwei oder drei 
Seiten eines Kreissechsecks unendlich klein werden läfst. 

109. Gegeben sind zwei konjugierte Punktpaare AA^ und 
BB^j man soll zeigen, dafs die Schnittpunkte CC^ von AB und 
A^B^ soune AB^ und BA^ auch konjugierte Punkte sind. 

I. Man stelle eine 
solche harmonische 
Verwandtschaft her, 
dafs der Kreis sich 
selbst und dem Punkte 
A der Mittelpunkt Sl 
verwandt ist, dann ist 
dem Punkte A^ ein 
Punkt Sl^ im Unend- 
lichen verwandt. Sind 
aSSBiS;©! die den Punk- 
ten jB^iCCj verwandten 
Punkte, so ist ©S5i II 
ßiS3 tl SlSli, also wenn SSi® und Si® senkrecht auf 31© sind, 

e® : S3e = 2)S5i : eSi = Sie : Sias 
und Sie - 62) : Sias - »e = Sie : Sias 

si5) : sie = 
also SIS) . Sias = sie . sie. 




Fig. 46. 
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Weil aber SäSSj konjugierte Punkte sind, so sind S3® 

harmonische Pole, also 312) . 31S5 = r^ und folglich sind auch (£(5 

harmonische Pole und ©Kj konjugierte Punkte, mithin auch CCi- 

IL Man stelle eine solche harmonische Verwandtschaft 

her, dafs der Geraden Ä^Bi, 
falls sie den Kreis nicht 
schneidet, die unendlich ferne 
Gerade und der Kreis sich 
selbst verwandt ist. Sind 
wieder 9lSliS3S3i(S(£i die ver- 
wandten Punkte, so ist 31 Jf 
J_SliJf, a3JfcfJ_a5,lf, Kim 
Unendlichen, M der Höhen- 
punkt des Dreiecks 3l33Si, 

weil 2iMj_93ei, a3iif_L2ie„ 

also ^,M± 3195, daher ß^Jf 
die Polare von 6«, und 
Soo®! sind konjugierte Punkte, mithin auch CC^. 

110. Wenn aa^ und bh^ Jconjugierte Strahlenpaare sind, so 
sind die Verbindungslinien der Schnittpunkte {ab) und (a^b^), soune 
(abi) und (a^b) auch konjugierte Strahlen. 

Durch harmonische Verwandtschaft wie in 109. oder durch 
Polarisation. Cf. § 10. 




Fig. 47. 




Fig. 47». 

111. Verbindet man die Ecken ABC eines Dreiecks mit 
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den Polen ihrer Gegenseiten, so treffen sich die Verbindungslinien 
in einem Punkte, (Fig. 47 a.) 

Sind Ä^B^Ci <iiö Pole von BG^ACyABy so sind AA^ und 
BB^ konjugierte Punkte, also auch die Schnittpunkte 2) und 
Dj*), von AA^ und BB^y AB und A^B^. Die Polare vonD^ mufs 
daher sowohl durch C^ als durch (7, als auch durch D gehen, 
mithin liegen CC^^D in einer Geraden und die Verbindungs- 
linien AA^y BB^j CCi schneiden sich in dem Punkte D. 

§9. 

Die harmonisohe Abbildung. 

112. Man wähle einen festen Punkt als Centrum und 
eine feste Gerade o als Axe. Zieht man durch eine Gerade 
g, welche die Axe in 21 schneidet, nimmt auf g beliebig den 

Punkt A und macht JLSlOSli harmo- 
nisch, so dafs und A^ zugeordnete 
Punkte sind, so nennt man A^ das 
Bild von A, Verbindet man die Punkte 
AOA^ mit einem Punkte S von o, so 
sind S {A%OA^) harmonische Strah- 
len. Wenn demnach der Punkt Ä 
den Strahl SA oder a durchläuft, 
so mufs das Bild A^ den Strahl SA^^ 
■pjg 48 oder a^ durchlaufen; man nennt % 

das Bild von a. Der Punkt S und 
überhaupt jeder Punkt der Axe ist sein eigenes Bild. — Nimmt 
a irgend eine andere Lage a durch J. an, so mufs ihr Bild 
üi sich mit a auf der Axe in S' treffen. 

Aus dieser Betrachtung folgt (cf. 79a — f.): 

a. Ein Punkt und sein Bild liegen mit dem Centrum in 
einer Geraden; dieses ist sein eigenes Bild. 

b. Eine Gerade und ihr Bild schneiden sich auf der Axe; 
diese ist ihr eigenes Bild. 

c. Durchläuft ein Punkt eine Gerade, so durchläuft sein 
Bild das Bild der Geraden. 




*) Z)i ist in der Figur an unrichtiger Stelle; er ist der Schnittpunkt 
{AB, Ä^B,). 
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d. Dreht sich eine Gerade um einen Punkt, so dreht sieh 
ihr Bild um das Bild des Punktes. 

e. Die Bilder von harmonischen Punkten und Strahlen 
sind auch harmonisch. 

f. Die Bilder von involutorischen Punkten und Strahlen 
sind auch involutorisch. 

113. Man kann einen Punkt Ä auch harmonisch abbilden, 
indem man -4/ so konstruiert, dafs äO%j4^' harmonische 
Punkte und ^A^ zugeordnet sind. 

Diese Art der Abbildung kann man die axiale y die erste 
die centrale nennen. Die für die letztere abgeleiteten Sätze 
(112 a — f) gelten auch für die andere. 

114. a. Wenn bei einer centralen Abbildung g^ das Bild 
von g ist, so liegt in der Mitte zwischen g und o; das Bild von 
g^ liegt so, dafs o zwischen ihm und die Mittelsenkrechte ist. 

a'. Bei der axialen Abbildung mufs o die Mittelsenkrechte 
von und g sein, damit g^ das Bild von g ist; das Bild von 
g^ liegt in Bezug auf symmetrisch zu o. 

b. Wählt man bei der centralen Abbildung den Mittel- 
punkt M eines Kreises als Centrum der Abbildung und g^ 
als Axe, so ist das Bild von M ein konzentrischer Kreis mit 
doppelt so grofsem Badius. 

b'. Wählt man bei der axialen Abbildung den Kreismittel- 
punkt M als Centrum und g^^ als Axe, so ist das Bild des 
Kreises M ein konzentrischer Kreis mit halb so grofsem Badius. 




Fig. 49. 

115. Wenn die Badien zweier Kreise im Verhältnisse 1:2 rig. 49. 
stehen, so ist jeder Kreis das harmonische Bild des anderen und 
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zwar der gröfsere das central-harmonische des Jcleineren und dieser 
das axial-harmonische des gröfseren. Centrum und Axe sind de)- 
innere Ähnlichkeitspunkt und die Potendinie. 

Wenn die Radien der Kreise M und M^ sich wie 1 : 2 
verhalten und der innere Ahnlichkeitspunkt ist^ so ist auch 
auf der gemeinschaftlichen Tangente OA : OA^ = 1:2. Die 
Potenzlinie o halbiert diese Tangente AA^ in Q^ also ist 
QO = i AA^ und AO : OQ = AA^ :A^Q = 2:1. 

Zieht man durch eine beliebige Gerade, welche die 
Kreise in BC und B^C^ trifft, dann müssen AB und A^B^ 
sowohl, wie AC und A^C^ sich auf der Potenzlinje o in D 
und E treffen. Da nun AQOA^ harmonische Punkte sind, so 
sind D{AQOA^ harmonische Strahlen und deshalb BROBi*) 
und CROC^ harmonische Punkte. 

Wenn die Kreise M^ und M sich schneiden, so trifft die 
Senkrechte in auf MM^ die Kreise in solchen Punkten Ä 




Fig. 50. 



und Alf dafs 0A = AA^. Deshalb sind D{OAiAE) und 
OB^BR und ebenso OC^CB harmonisch. 

Anmerkung. Auch die harmonische Abbildung gestattet 
die Ableitung der im vorigen Paragraphen bewiesenen Sätze. 



§ 10. 
Die Polarisation. 

116. Wenn man jedem Punkte A in der Ebene eines 
Kreises K seine Polare a und jeder Geraden a ihren Pol A 
zuordnet, so sind dadurch die Punkte der Ebene zu den Ge- 

*) E ist der Sclinittpunkt von BC mit DM 
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raden in eine verwandtschaftliche Beziehung gebracht. Diese 
Verwandtschaft heifst Reciprocität Allen Punkten einer Ge- 
raden sind alle Strahlen durch ihren Pol reciprok verwandt 
und umgekehrt. Eine Figur polarisieren heifst die ihr reciprok 
verwandte Figur, d. h. zu jedem Punkte oder jeder Geraden 
der ersteren die Polare oder den Pol konstruieren. Durch 
diese Verwandtschaft wird ein allgemeines Prinzip der Geo- 
metrie, das Prinzip der Dualität begründet. Betrachtet man 
irgend ein geometrisches Gebilde als Punktgebilde, also ent- 
standen durch Bewegung eines Punktes, so steht ihm dual 
gegenüber das reciproke, entstanden durch die Bewegung einer 
Geraden. Mittelst des vorher abgeleiteten Prinzips der Dualität 
folgen aus den Eigenschaften einer Figur sofort diejenigen der 
dualen Figur. 

117. Die Polaren einer involutorischen Punktreihe bilden ein 
involutorisches Strahlenbüschel, 

Ist ÄÄiJBB^ . . . eine involutorische Reihe, M der Kreis- 
mittelpunkt, so ist M{AA^B1B^ , . .) ein involutorisches Büschel. 
Diesem kongruent, also auch involutorisch ist das Büschel der 
Polaren von AÄ^BB^, . , 

118. Zieht man durch einen Punkt P die Tangenten an 
einen Kreis und die Geraden nach den Ecken eines umgeschrie- 
benen Vierseits, so sind diese sechs Geraden in Involution, 

Es seien AB CD die Ecken des Tangen tenvierseits, PE 
und PJP zwei Tsmgenteny pabcdef die Polaren von PABCDEF. 
Die Schnittpunkte p{abcdef) sind die Pole von P{ABCDEF) 
und da jene nach 98 in Involution sind, so sind es auch diese. 

119. Diejenigen PunTcte, welche eine Gerade p von den Tan- 
genten eines Kreises und von den Gegeneclcen eines umgeschriebenen 
Kreisvierseits harmonisch trennen, liegen atif einer konjugierten 
Geraden, 

Es seien A und B, C und D die Gegenecken des umge- 
schriebenen Vierseits, E und F die Schnittpunkte von AC und 
BD mit p, Pabcdef Pol und Polaren von pABCDEF, so 
treffen sich nach 99. die Geraden, welche P von den Gegen- 
seitenpaaren ac und bd harmonisch trennen, in einem zu P 
konjugierten Punkte, also müssen die Punkte, welche p von 
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AG und BD harmonisch trennen, auf einer zu p konjugierten 
Geraden liegen. 

120. Durchlaufen drei Ecken eines Vierecks drei feste Ge- 
rade, die durch einen Punkt gehen, und bewegen sich seim Seiten 
als Tangenten eines Kreises, so durchläuft die vierte Ecke eine 
vierte Gerade, die durch denselben Punkt geht. 

Folgt aus 118 und 119. 

121. Der Satz von Brianchon. 

In jedem einem Kreise umgeschriebenen Sechsseite schneiden 
sich die Verbindungslinien der Gegenecken in einem Punkte, 

I. Beweis. Das Sechsseit sei abcdef\ man zerlege es in 
die Vierseite ab cd und efad. Die Ecken (ab) und {de), (bc) 
und (ef), (ad) und (ad) liegen auf drei Geraden mnq, die 
sich in einem Punkte schneiden, also müssen nach 120. die 
die Ecken (cd) und (af) auch auf einer Geraden liegen, die 
durch denselben Punkt geht. 

II. Beweis. Das Sechsseit sei abcdef] die sechs Be- 
rührungspunkte seien ÄBCDEF. In dem von letzteren ge- 
bildeten Sechsecke liegen die Schnittpunkte 

(AB, DE), (BC, EF), (CD, FA) 

nach dem Pascalschen Satze auf einer Geraden, also müssen 
ihre Polaren 

(ab, de)^ (bc, ef), (cd, fa) 

sich in einem Punkte treffen. 



Zweiter Abschnitt. 
Die Kegelschnitte. 

§ 11. 

Der Kegelschnitt als harmonische Kurve des Kreises. 

122. In jeder harmonischen Verwandtschaft^ deren Centrum 
der Mittelpunkt eines Kreises ist, ist dieseni Kreise eine krumme 
Linie verwandt, deren sämtliche Punkte vom Centrum und von 




Fig. 51. 

der Mittellinie . der Verwandtschaft ein konstantes ^ Ähstands- 
Verhältnis haben. 




Fig. 52. 



MiLiNOWSKi, Eegolsohnitte. 
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Diese krumme Linie heifst ein Kegelschnitt. 
Es sei der Mittelpunkt B eines Kreises das Centrum und eine 
beliebige Gerade m die Äxe, l die Mittellinie der Verwandtschaft; 



BD X m. Aus irgend zwei verwandten Punkten E und E^ «eien 
EF und E^ F^ senkrecht auf m geföUt, femer BJ und E, B senk- 
recht auf BD. Da EE,BG harmomsche Punkte sind, so ist 

E^G : E^B = EG:EB 
oder S, JF; : E^B = EF:EB 

HD : E,B =. FJ - EJ : EB. 
Aber ND = EC±CD^SC±BC'^BH± 2SC, 
also BH±2BC.E^B = FJ—EJiEB 

BH , 2BC FJ EJ 



und 
Weil 
so wird 
und 



BH _E£ 
BJä, BE> 
2BH ± iBC 2CH 
BE, ^ BE\ ^ 

LE, _BC 
BE, ~ BK' 



Die Abstände des Punktes E^ vom Centrum B der Ver- 
waudtschaft und von der Mittellinie l haben also das kon- 
stante Verhältnis BE:BC = ^. 

123, Wenn E den Kreis durchläuft, so bewegt sich Ei 
auf einer krummen Linie, der harmonischen Kurve des Kreises. 
Man nennt diese Kegelschnitt; der Punkt B heifst ein Brenn- 
punkt des Kegelschnittes und die Mittellinie / der Verwandt- 
schaft eine Leitlinie desselben. 
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Auf der Senkrechten BC giebt es zwei Punkte des Kegel- 
schnittes, nämlicli diejenigen Punkte Ä und Ä^y welche BC 
im Verhältnisse ft harmonisch teilen. Die Gerade ÄÄ^^ heifst 
die Hau/ptttxe des Kegelschnittes, man bezeichnet sie mit 2a. 
Ihre Endpunkte heifsen die Scheitel des Kegelschnittes. Die 
zur Hauptaxe senkrechte Brennpunktssehne heifst der Para- 
meter (2p) des Kegelschnittes und der über ihm als Durch- 
messer beschriebene Kreis der Parameterkreis. Also gilt: 

Der Kegelschnitt und sein Parameterkreis sind harmonische 
Kurven, 

124 Die drei Arten der Kegelschnitte. 

Der Leitlinie l ist die unendlich ferne Gerade verwandt; 
erstere kann mit dem Parameterkreise keinen oder einen oder 
zwei Punkte gemein haben. Deshalb hat auch ein Kegel- 
schnitt mit der unendlich fernen Geraden keinen oder einen 
oder zwei Punkte gemein. Im ersten Ealle verläuft der Kegel- 
schnitt ganz im Endlichen und heifst Ellipse (Fig. 51); im 
zweiten hat er die unendlich ferne Gerade als Tangente und 
heifst Parabel (Fig. 52); im dritten hat er zwei unendlich ferne 
Punkte und heifst Hyperbel (Fig. 53). 

Bei der Ellipse ist das Abstandsverhältnis [i = ^ < 1, 

bei der Parabel ist p = BCy also ft = 1, bei der Hyperbel 
ist p > £(7, also ft > 1. Demnach folgt: 

Der Kegelschnitt ist Ellipse^ Parabel, Hyperbel, je nachdem 
das Abstandsverhältnis kleiner, gleich oder gröfser als die Ein- 
heit ist. 

125. Weil die Punkte des Kreises stetig auf einander- 
folgen, so ist dies auch mit den verwandten Punkten des 
Kegelschnittes der Fall. Der Zusammenhang findet allerdings 
bei Parabel und Hyperbel im Unendlichen statt. 

Der Punkt A bewege sich (Fig. 53) in dem durch die 
Pfeile angedeuteten Sinne nach N hin; er durchläuft dann die 
Hyperbel und gelangt durchs Unendliche hindurch über N^, 
Ä^, Oj und nochmals durchs Unendliche hindurch über zu- 
rück nach A. 

Wenn bei der Parabel (Fig. 52) der Punkt A sich in dem 
durch die Pfeile angedeuteten Sinne nach E^ hin bewegt, 



84 § 11. Der Kegelschnitt als harmonische Kurve des Kreises. 

so gelangt er durchs Unendliche hindurch über N nach Ä 
zurück. 

Bei allen drei Arten von Kegelschnitten gelangt also ein 
Punkt; der stets in demselben Sinne sich bewegt^ wieder zum 
Ausgangspunkte zurück und umschliefst durch seinen^ Weg 
einen Teil der Ebene. Man nennt denselben das innere Gebiet 
des Kegelschnittes ; den anderen das äufsere Gebiet, ganz wie 
beim Kreise. 

Eine Gerade hat mit einem Kreise zwei Punkte oder einen 
Punkt (eigentlich zwei zusammenfallende Punkte) gemein oder 
sie triflFfc ihn gar nicht. Die verwandte Gerade hat also mit 
dem Kegelschnitte auch entweder zwei Punkte gemein oder 
einen Punkt oder sie schneidet ihn nicht Daraus folgt: 

a. Ein Kegelschnitt wird von einer Geraden höchstens in 
zwei Punkten getroffen. 

Wegen dieser Eigenschaft erhält derselbe den Namen 
„Kurve IL Ordnung/''. 

Jede Gerade, die den Kreis in einem Punkte (oder zwei 
zusammenfallenden Punkten) triflFt, heifst eine Tangente des- 
selben; die verwandte Gerade trifft den Kegelschnitt auch in 
einem Punkte (oder zwei zusammenfallenden Punkten) und 
heifst gleichfalls eine Tangente des Kegelschnittes. 

Der Unterschied zwischen dem inneren und äufseren Ge- 
biete des Kegelschnittes besteht also darin, dafs sich von 
keinem Punkte des ersteren eine Tangente an denselben ziehen 
läfst, dafs sich femer in jedem Punkte des äufseren Gebietes 
zwei Kegelschnittstangenten schneiden und dafs endlich durch 
jeden Punkt des Kegelschnittes nur eine Tangente (eigentlich 
zwei zusammenfallende Tangenten) geht. Als zweite Haupt- 
eigenschaft folgt: 

b. An einen Kegelschnitt lassen sich von einem Punkte höch- 
stens zwei 'Tangenten ziehen. 

c. Die unendlich ferne Gerade ist eine Tangente der Parabel 
Denn die verwandte Leitlinie berührt den Parameterkreis. 
Im Hyperbelfalle trifft die Leitlinie den Parameterkreis in 

zwei Punkten U und F, denen die unendlich fernen Punkte 
der Hyperbel U^ und F« verwandt sind. Die Tangenten 
in den ersteren schneiden sich in einem Punkte P des Durch- 
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messers, welcher durch P und die Gerade ZJ V harmonisch ge- 
theilt wird. Dem Durchmesser ist die Hauptaxe AÄ^ ver- 
wandt, den Tangenten in U und V sind die Tangenten in ?7^ 
und Foo; welche man die Asymptoten der Hyperbel nennt, 
und dem Punkte P ist ein Punkt M verwandt. Da M und 
die unendlich ferne Gerade £7«, F« die Axe AA^ auch har- 
monisch teilen müssen, so ist AM=AiM: 

d. Die Asymptoten der Hyperbel schneiden sich in der Mitte 
der Hcmptaooe. 

Sie sind den Geraden B U und B V parallel. 

c. Die Hyperbel heifst gleichseitig, wenn die Asymptoten 
einen rechten Winkel bilden. 

126. Der geometrische Ort eines Punktes, dessen Abstände 
von einem festen Punkte B und einer festen Geraden l ein kon- 
stantes Verhältnis fi haben, ist ein Kegelschnitt mit dem Brenn- 
punkte B und der Leitlinie l, (Fig. 51, 52, 53). 

Ist E^ ein Punkt des Ortes, also BE^ : LE^ = ft kon- 
stant, so mache man BG ± l, GD = GB, m± BD, BGE^E 
harmonisch, dann ist 

E^G : E^B = EG : EB 

E^F^:E^B = EF\EB 

HB±2BG:E,B = FJ—EJ:EB 



Es ist 



HB , 2BC _ FJ EJ 
E^B^ E^B ~ EB EB' 

BH EJ 



BE^ EB^ 

, 2BH-i-2BG 2CH FJ . ^ tpt o t?/^ • 4- 
also ^ = ^^ = jg^ und da FJ = 2BC ist, 

LE, __ BC 
BE, ~ BK 

T Jp i 

Das Verhältnis ^^ ist konstant gleich —, ebenso JS(7, also 

auch BE. Daraus folgt, dafs der Ort von jE^ die harmonische 
Kurve ßines Kreises mit dem Radius 

BE^^ii'BG 

um den Punkt JB, also ein Kegelschnitt ist. 
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§ 12. 
Fol und Polare beim Kegelschnitte. 

128. Alle Punkte, welche einen festen Punkt von einem 
Kegelschnitte harmonisch trennen, liegen auf einer Geraden. 
(14, 79 e, 122.) 

Diese heifst die Polare des Punktes und der Punkt heifst 
ihr Pol. 

Folgerungen, a. Die Polare eines aufserhalb des Kegel- 
schnittes gelegenen Punktes ist seine Berührungssehne. (14 a, 
122, 125.) 

b. Die Polare eines Kegelschnittpunktes ist seine Tangente. 14b. 

129. Der Pol der unendlich fernen Geraden heifst der 
y,Mittelpunkt^^ des Kegelschnittes, denn er halbiert jede durch 
ihn gelegte Sehne (4b); jede Sehne durch den Mittelpunkt 
heifst ein Durchmesser. Der Mittelpunkt mufs auf der Haupt- 
axe liegen, weil diese eine Symmetrieaxe ist Daraus aber 
folgt, dafs die im Mittelpunkte zur Hauptaxe errichtete Senk- 
rechte auch eine Symmetrieaxe ist; sie heifst die Nebenaxe. 
Weiter folgt wegen der symmetrischen Lage des Kegelschnittes 
zu den beiden Axen, dafs derselbe einen zweiten Brennpunkt 
und eine zweite Leitlinie haben mufs, welche in Bezug auf den 
Mittelpunkt symmetrisch zu B und l liegen und deren Ab- 
stände von einem Punkte des Kegelschnittes dasselbe konstante 
Verhältnis haben, wie seine Abstände von B und l. 

Da die Parabel die unendlich ferne Gerade g^ berührt, 
so hat sie keinen eigentlichen Mittelpunkt; als solchen hat 
man den Berührungspunkt auf g^ anzusehen, da er der Pol 
von g^o ist. Deshalb sind alle Parabeldurchmesser einander 
und der Hauptaxe parallel; die Nebenaooe der Parabel ist g^. 

130. Brennpunkt und Leitlinie sind Pol und Polare, denn 
g^ ist die Polare des Kreismittelpunktes B und Leitlinie 
und g^ ind verwandte Gerade. 

131. Die Gerade, welche zwei Diagonalpunkte eines dm 
Kegelschnitte eingeschriebenen Vierecks verbindet, ist die Polare 
des dritten. (15.) 

132. Wenn ein Punkt eine Gerade durchläuft, so dreht sich 
seine Polare um den Pol der Geraden. (16.) 
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133. Irgend gwei Tangenten eines Kegdschnittes werden 
durch einen Strahl ihres Schnitiptinktes und dessen Pol harmonisch 
getrennt. (17.) 

134. Der Schnittpunkt zweier Diagonalen eines umgeschrie- 
benen Vierseits ist der Fol der dritten. (18.) 

135. Dreht sich eine Gerade um einen Punkt, so durchläuft 
ihr Pol die Polare des Punktes. (19.) 

136. Die Polaren von vier harmonischen Punkten sind 
harmonische Strahlen und die Pole vofi vier harmonischen 
Strahlen sind harmonische Punkte. (20.) 

137. Die Polaren der Punkte einer involutorischen Beihe 
bilden ein involutorisches Büschel und die Pole der Strahlen 
eines involutorischen Büschels bilden eine involutorische Beihe. 
Beweis wie in 20. 

138. In jedem einem Kegelschnitte eingeschriebenen Vierecke 
schneiden sich die Gegenseiten und die Tangenten in den Gegen- 
ecken in vier harmonischen Punkten. (21.) 

139. In jedem einem Kegelschnitte umgeschriebenen Vier- 
Seite sind die Verbindungslinien der Gegenecken und der Berührungs- 
punkte auf den Gegenseiten vier harmonische Strählen. (22.) 

§ 13. 
Konjugierte Funkte und Strahlen. 

140. Zwei Punkte, von denen jeder auf der Polare des 
anderen liegt (16), heifsen konjugierte Punkte in Bezug auf den 
Kegelschnitt, zwei StraUeü, von denen jeder durch den Pol 
des anderen geht (19), heifsen konjugierte Strahlen, 

Einem Punkte sind daher alle Punkte seiner Polare und 
dem Mittelpunkte alle unendlich fernen Punkte konjugiert; 
einer Geraden sind alle Strahlen durch ihren Pol und der un- 
endlich fernen Geraden alle Durchmesser konjugiert. 

Ist p die Polare eines Punktes P, Q einer ihrer Punkte, 
so mufs dessen Polare q durch P gehen und p in einem zu Q 
konjugierten Punkte B treffen. Da Q und B auch zu P kon- 
jugiert sind, so bilden PQB ein Tripel konjugierter Punkte oder 
ein Poldreieck, 

Eine Seite des Poldreiecks ist die Polare der gegenüber- 
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liegenden Ecke und deshalb ist jede Seite des Poldreiecks jeder 
anderen Seite konjugiert. 

Zu einem Punkte P einer Geraden g giebt es auf der- 
selben nur einen konjugierten Punkt P^, nämlich den Schnitt- 
punkt von g mit der Polare von P; zu einem Strahle p durch 
einen Punkt Q giebt es durch denselben nur einen konjugierten 
Strahl p^j nämlich die Gerade, welche den Pol von p mit Q 
verbindet; zu jedem Durchmesser giebt es einen konjugierten 
Durchmesser; Haupt- und Nebenaxe bilden ein Paar kon- 
jugierter Durchmesser.' 

141. Alle Faare von Iconjtigierten Punkten einer Geradm 
oder von konjugierten Strahlen eines Punktes y insbesondere alle 
Paare konjugierter Durchmesser , bilden eine Involution. (36 a, 
137, 79). Das senkrechte Strahlenpaar der letzteren tvird von 
den beiden Axen gebildet Die Involution konjugierter Durchmesser 
hat nur bei der Hyperbel reelle Doppelstrahlen, die beiden Asymptoten, 

142. Die Involution konjugierter Strahlen in einem Brenn- 
punkte besteht aus Polaren zu einander rechtunnkliger Strahlen. 

Denn bei einem Kreise stehen je zwei konjugierte Durchmesser 
auf einander senkrecht und jeder Strahl durch das Centrum 
einer harmonischen Verwaiidtschaft ist sich selbst verwandt. 

143. Die Involution konjugierter Strahlen in einem Punkte 
schneidet die Polare desselben in der Involution konjugierter Punkte. 

144. Die Polare eines Punktes P einer Leitlinie steht in 
ihrem Brennpunkte auf seiner Verbindungslinie mit dem Punkte P 
senkrecht. 

Denn der Brennpunkt ist der Pol der Leitlinie und in 
ihm stehen je zwei konjugierte StraMen auf einander senkrecht. 

145. Der Pol einer Sehne durch einen Brennpunkt liegt 
auf seiner Leitlinie senkrecht über dem Brennpunkte. (144) 

146. Von zwei konjugierten Strahlen schneidet mindestens 
der eine den Kegelschnitt. 

Denn liegt der eine ganz aufserhalb des Kegelschnittes, 
so liegt sein Pol innerhalb desselben, der konjugierte Strahl 
muTs ihn also schneiden. 

147. Von einem Poldreiecke liegen stets zwei Ecken aufser- 
halb, die dritte innerhalb des Kegelschnittes. 

Denn ist PQB ein Poldreieck und liegt P aufserhalb, 
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so sind FQ und PR konjugierte Strahlen, von denen der eine 
aufserhalb des Kegelschnittes liegt und der andere ihn schneidet. 

148. Von zwei Iconjtigierten Durchmessern einer Hyperbel 
schneidet nur der eine dieselbe in reellen Punkten» 

Denn die Polare g^ des Mittelpunktes M schneidet die 
konjugierten Durchmesser in zwei Punkten P und Q^ welche 
mit M ein Poldreieck bilden. Von diesen Punkten kann nach 
147. nur der eine innerhalb der Hyperbel liegen. 

148 a. Jeder Durchmesser halbiert die dem Jconjugierten 
Durchmesser parallelen Sehnen; die Tangenten in den Endpunkten 
eines Durchmessers sind dem konjugierten Durchmesser parallel. (122.) 

149. Sind S8^ irgend zwei konjugierte Punkte eines 
Durchmessers, so ist das Produkt MS . MS^ konstant; setzt 
man dasselbe gleich q^j so ist q die Lange des halben 
Durchmessers. 

Wählt man S und S^ auf der Hauptaxe, so giebt die 
Gleichung MS • MS^ = a^ die Gröfse 2a der Hauptaxe; liegen 
dagegen S und S^ auf der Nebenaxe, so findet man aus der 
Gleichung MS • MS^ = h^ die Gröfse 2 b der letzteren. 

Liegen S und S^ auf derselben Seite von My so schnei- 
det die Nebenaxe den Kegelschnitt, liegen diese Punkte aber 
auf verschiedenen Seiten, so ist dies nicht der Fall. Ersteres 
findet bei der Ellipse, letzteres bei der Hyperbel statt. 

150. Zwei konzentriscJie Kegelschnitte ^ welche dieselbe In- 
volution konjugierter Durchmesser haben, heifsen ^flhnlicW, Die 
Axen des einen verhalten sich wie diejenigen des anderen. 

Man ziehe die Halbaxen MA und MB des einen Kegel- 
schnittes, welche den anderen in A^ und B^ treflFen mögen. 
Halbiert man AB m C, so sind MG und der durch M zu 
AB parallel gezogene Durchmesser d konjugiert. Die Parallele 
p durch A^ z\x AB und MC sind also auch konjugierte 
Richtungen; schneiden sich MC und p in C^, so mufs C^ der 
Halbierungspunkt der durch A^ gehenden Sehne und der zwi- 
schen den Axen liegenden Strecke von p sein; letztere Gerade 
geht also durch B^ und es ist AB || A^B^. Daher 

MA : MB = MA^ : MB^. 

151. Jede Gerade wird von einem Kegelschnitte und den 
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Gegenseiimpaaren eines eingeschriebenen Vierecks in den Punkt- 
paaren einer Involution geschnitten. (98.) 

152. Zieht man durch einen Punkt die Tangenten an einen 
Kegelschnitt und die Verbindungslinien nach dm Gegeneckenpaaren 
eines umgeschriebenen VierseitSy so bilden diese Strahlenpaare eine 
Involution. (98 a.) 

153. Diejenigen Geraden, welche einen Punkt P von den 
Punkten eines Kegelschnittes und doi Gegenseitenpaaren eines ihm 
eingeschriebenen Vierecks Jiarmonisch trennen, schneiden sich in einem 
zu P konjugierten Punkte, (99.) 

154. Diejenigen Punkte, welche eine Gerade p von den 
Tangenten eines Kegelschnittes und den Gegenecken eines um- 
geschriebenen Vierseits harmonisch trennen, liegen auf einer koti- 
jitgierten Geraden.. (119.) 

155. Ist ein Dreieck ABC einem Kegelschnitte K ein- 
geschrieben, so schneidet jede Gerade g, weMie der einen Seite AB 
konjugiert ist, die beiden anderen in konjugierten Punkten, Und 
wenn umgekehrt eine Gerade von zwei Seiten eines eingeschriebenen 
Dreiecks in konjugierten Punkten geschnitten wird, so ist sie der 
dritten konjugiert 

Man stelle eine harmonische Verwandtschaft her, in welcher 
dem Kegelschnitte K ein Kreis ^ und der g die g^ ver- 
wandt ist; dann mufs die verwandte Gerade 3193 von AB ein 
Durchmesser von S sein; S16 und 85 ß stehen aufeinander 
senkrecht und treflfen g^ daher in zwei konjugierten Punkten. 

156. Ist ein Dreieck ÜVW einem Kegelschnitte umgeschrie- 
ben y so wird jeder Punkt, welcher der Ecke W konjugiert ist, aus 
U und V durch konjugierte Strahlen projiciert. Und wenn um- 
gekehrt ein Punkt aus U und V durch konjugierte Strahlen pro- 
jiciert wird, so ist er der Ecke W konjugiert 

I. Der konjugierte Punkt Wj zu W liege innerhalb des 
Kegelschnittes K. Man stelle eine harmonische Verwandt- 
schaft her, in welcher dem K ein Kreis Ä und dem Punkte TTj 
der Mittelpunkt SESj desselben verwandt ist. Von den ver- 
.wandten Ecken USSSB liegt SB im Unendlichen, USB und »SB 
sind parallel und daher ist <^UaBi9S = W; U2Öi und »2Bi 
sind also konjugiert. 

II. Der konjugierte Punkt W^ liege aufserhalb. Man 
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stelle die harmonische Verwandtschaft so her, dafs der Ge- 
raden UWi die ^00 verwandt ist. Da also die Tangenten 
durch SS und SB parallel sind, so sind die Polaren senkrecht 
zu einander, ^SEB^ geht durch den Mittelpunkt des Kreises und 
ist zu g^ konjugiert. 

157. Die Sät^e von Pascal und Brianchon. 

a. In jedem einem Kegelschnitte eingeschriebenen SecJisecke 
liegen die Schnittpunkte der Gegenseiten in einer Geraden, (101. 104.) 

b. In jedem einem Kegelschnitte umgeschriebenen Sechsseite 
schneiden sich die Verbindungsliniefi der Gegenecken in einem 
Punkte. (121.) 

c. Die in 105 bis 111 vom Kreise aufgestellten Sätze 
behalten ihre Giltigkeit auch für den Kegelschnitt. 



§ 14. 
Bestimmiuig der Kegelschnitte durch Funkte und Tangenten. 

158. Fünf Punkte eines Kegelschnittes hesUmmen alle übrigen. 

I. Es seien ABC DE fünf Punkte eines Kegelschnittes 

K] man konstruiert die Polare p des Schnittpunktes P von 

AB und CD, indem man 
die Durchschnitte B von 
AC und BD und Q von AD 
und BC mit einander ver- 
bindet (128, 131). Zieht 
man PE und bestimmt 
darauf den Punkt F, wel- 
cher P und p von E har- 
monisch trennt, so ist auch 
F ein Punkt von K (128). 
In S und T auf p schnei- 
den sich die Verbindungs- 
linien von CDEF. Die Punkte MN, welche §2? und AT har- 
monisch teilen, sind auch Punkte von K. Ist nun XY ein 
Punktpaar, welches MN harmonisch teilt, so müssen sich (128) 
^X und JB r, BX und AY in zwei Punkten U und F von K 
treffen und wenn X und Y die Polare p durchlaufen, so durch- 
laufen U und V den Kegelschnitt K. 




Fig. 54. 
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Fig. 55. 



n. Durch Ä ziehe man eine 
beliebige Gerade x, bestimme die 
Schnittpunkte M von AB und 
DE, F von CD und x, N von 
BC und MF, so ist der Schnitt- 
punkt F von EN und x ein 
Punkt des Kegelschnittes (157 a). 
Wenn x sich um Ä dreht, so 
durchläuft F den Kegelschnitt. 
159. Fünf Tangenten eines Kegelschnittes K bestimmefi alle 
übrigen. 

I. Es seien abcde fünf Tangenten eines Kegelschnittes K\ 
Man konstruiert den Pol F der Verbindungslinie p von ab 
und cdj indem man die Verbindungslinien r von ac und bd 
und q von ad und 6c zum Durchschnitte bringt, (134). Zieht 
man durch den Punkt pe diejenige Gerade /*, welche p und P 
harmonisch von e trennt, so ist auch feine Tangente von Jf ; (134). 
Auf den durch F gehenden Geraden s und t schneiden sich die 
Tangenten cdef. Die Strahlen m und w, welche qr und st 
harmonisch trennen, sind auch Tangenten von JE", denn qr und 
st sind Strahlenpaare der dem Punkte F zugehörigen Involution 
konjugierter Strahlen. Ist nun xy ein Strahlenpaar, welches 
mn harmonisch trennt, so müssen die Verbindungslinien ax 
und 6y, ay und bx zwei Tangenten u und v von K sein. 

Wenn das Strahlenpaar xy sich um 
F dreht, so wälzen sich u und t; auf JT. 
IL Auf a nehme man einen 
beliebigen Punkt X, konstruiere die 
Verbindungslinie m von ab und de, 
p von et? und X, n von 6c und mpj 
so ist die Verbindungslinie fvonen 
und X eine Tangente des Kegel- 
schnittes (157 b). Wenn X die Tan- 
gente a durchläuft, so wälzt sich f 
auf K. 

III. Man konstruiere die Pole 
ABCDE von abcde] diese sind die Berührungspunkte und also 
fünf Punkte von K. Nach 158 findet man alle übrigen. 




Fig. 56. 
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Fig. 57. 



160. Vier Punkte eines Kegelschnittes mid die Tangente in 
einem von ihnen bestimmen alle übrigen Punkte. 

I. Von dem Kegelschnitte K kennt man die Punkte 
AB CD und die Tangente a in A. Man konstruiere den 

Durchschnitt P von a und BC, 
mache BCPP^ harmonisch, so 
ist AP^ die Polare p von P, 
schneide p mit BD m B und 
mit CD in Q^ dann müssen 
sich CBy BQy PD in einem 
Punkte E von K trefifen. End- 
lich mache man QBAM har- 
monisch und kann nun alle 
Punkte von K auf die 158. ge- 
zeigte Art konstruieren. 

IL Gegeben sind von K 
die fünf Punkte ABCDE, von denen A nind B zusammen- 
fallen. Die Konstruktion der übrigen Punkte von K erfolgt 
wie in 158. IL, wenn man statt AB die Tangente in A setzt. 

161. Vier Tangenten eines - Kegelschnittes und der Be- 
rührungspunkt auf einer bestimmen alle übrigen Tangenten, 

Man kann entweder wie in 159. I. und IL verfahren oder 
die Methode der Polarisation anwenden. 

162. Drei Punkte und die Tangenten in zwei von ihnen 
bestimmen alle übrigen. 

I. Gegeben sind die Punkte ABC und die Tangenten 
a und b in A und B. Die Gerade AB oder p ist die Polare 
des Schnittpunktes P von a und b. Man schneide p mit PC 
in P^, mache PP^CD harmonisch so ist auch D ein Punkt 
von K. Die übrigen Punkte findet man wie in 158. I. 

IL Gegeben sind von K die fünf Punkte ABCDE, von 
denen AB und CD zusammenfallen. Die Konstruktion der 
übrigen Punkte erfolgt wie in 158. II, wenn man statt der 
Sehnen AB und CD die Tangenten in A und C nimmt. 

163. Drei Tangenten und die Berührungspunkte auf zwei 
von ihnen bestimmen alle übrigen Punkte und Tangenten. 

Dies folgt auf eine der in 159. angegebenen Arten. 
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§ 15. . 



* 

Die Brennpunkte. 

164. Verbindet man den Brennpunkt eines Kegelschnittes 
mit den Bemhrungsfpunkten zweier Tangenten und mit ihrem 
Schnittpunkte, so halbiert die letzte Verbindungslinie den von den 
beiden ersten gebildeten Winkel. 

Da dieser Satz für den Kreis -gilt, so mufs er wegen 
79 a. und b. auch für den Kegelschnitt gelten. 

165. Die Geraden, welche den Berührungspunkt einer 




Fig. 68. 



Tangente mit den Brennpunkten verbinden, bilden mit der 
Tangente gleiche Winkel. 




Fig. 58 a. 



§ 16. Die Brennponkte. 
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I. Im Punkte D eines Kegelschnittes K mit den Brenn- 
punkten B und B^ sei eine Tangente gezogen, welche die 
beiden Leitlinien in E und E^ trifft. Diese Punkte sind die Pole 
von BD und JS^D (144) und es ist ^DBE^BB^E^^^QP. 
Zieht nlan noch FFi durch 2) parallel zur Hauptaxe, so ist 

BB:BF='BBi:DFi, 
also auch DBiDB^ = DF -.DF^-^DE: DE^, 
daher ist A BBE ~ B^BE^ und ^ .BDJ5; = JBi BE^. 

II. Im Falle der Parabel fallt der zweite Brennpunkt JBj 
ins Unendliche; also die Gerade DB^ mit 2)JF\ zusammen in 




Fig. 69. 

die Parallele zur Hauptaxe. Es wird DB=DF,A DBEr^DFE, 
und a = y = ß. 

166. Bei einer Ellipse ist die Summe^ bei einer Hyperbel 
die Differenz der BrennpunktsstrMen eines ihrer Punkte gleich 
der Hauptaxe. 

Für die Punkte D und Ä gelten die Proportionen 

DB:DBi = DF:DFi 
und AB : AB, = AC : AC^ 

Aus ihnen folgt: 

jDJBi + DB : DF^ ±DF=DB:DF 
AB, + ABiAC, ± AG = AB: AG 
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Es ist aber 

DF,±DF==AG^±ÄC,DB:DF=ÄB:AC,AB^+AB=ÄÄ, 

also DB^ + DB = AA^ 

168. Bie Fufspunkte der Senkrechten^ die von den Brenn- 
punkten auf die Tangenten einer Ellipse oder Hyperbel gefdlU 
werden^ liegen auf einem Kreise um den Mittelpunkt M, welcher 
durch die ScJieitel geht. — Scheitelkreis, 
Fig. 58. 59. Man föUe B<t J_ EE^ und schneide es mit B^ D in Hj 
dann ist A J5DÖ~ JTD6?, also BD = HD und B^H=^ÄÄi 
Ferner ist GM || B^H, also GM=i AA, = MA. 

168. Die Fufspunkte der Senkrechten, die von dem Brmn- 
punkte einer Parabel auf die Tangenten gefällt werden, liegen 
auf der Scheiteltangente. (Fig. 59.) 

Aus der Kongruenz der Dreiecke BDE und FDE folgt 
BF± DE, BG = FG ((? Jst der Schnittpunkt von BF und 
D-B); also liegt G auf der Tangente in A. 

169. Die Strecke einer beweglichen Tangente zwischen zwei 
festen Tangenten erscheint jedem Brennpunkte unter konstantem 
Winkel. 

Sind D und E die Berührungspunkte der festen Tangenten, 
F und G ihre Schnittpunkte mit der beweglichen, H der Be- 
rührungspunkt der letzteren, so ist nach 164. ^FBH'=FBDj 
GBH= GBE, also ^ FBG = i {DBH+ EBH). 

169 a. Bie Scheiteltangenten begrenzen auf jeder dkderen 
Tangente eine Strecke, welche jedem Brennpunkte unter einefn 
rechten Winkel erscheint. 

Folgt aus 169. 

170. Das Rechteck aus den Perpendikeln', die von den 
Brennpunkten auf eine Tangente gefällt werden können, ist konstant 

Man fälle die Perpendikel BG und B^G^-^ die Fufspunkte 
liegen nach 165. auf dem Scheitelkreise. Da B^J^ = BG und 
B^Jj^ .B^G^ = B^A^ . B^A konstant ist, so ist auch BG.B^Gi 
konstant. 

171. Man setze die Hauptaxe AA^ = 2a, die Excentricität 
BB^ = 2e, dann ist bei der Ellipse (Fig. 58) B^A^.B^A 
= (a — e) (a + e) = a^ — e^ = ML\ Diese Länge ML be- 
zeichnet man mit b und nennt sie die halbe Nebenaxe. 
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Bei der Hyperbel wird JB^^i . JB^ J. = (c — a) (e + a) 
= 6^ — a^ = ML^. Die Länge ML = h heilst auch hier die 
halbe kleine Axe, obgleich L kein Hyperbelpunkt ist (148). 

Die senkrechte Brennpunktssehne heifst Parameter (2 p). 

172. Es sei QQ^ eine Brennpunktssehne, welche die Leit- 
linie in E trifft; von Q und Q^ fälle man die Senkrechten 
QR und QiRi auf die Leitlinie, dann ist 

QB : QR = Q,B : Q,R, ^p : BC, (Fig. 51.) 
also QB:p:Q^B=:QR:BC: Q^R^ = QJEiBE: Q^E. 

Da aber QQ^EB harmonische Punkte sind, so folgt 
QE:QB=Q,E:Q,B 
oder QE:QE+ QB=Q,E:Q,E+ Q,B 

QE:BE= Q,E:2Q^E''BE 
und 2 QE . Q^E = BE {QE + Q^E) 

Daher auch 2ÖJ5 . Q^B =p . (^JB + Q^B) =p . ö^^, d. h. 

Das doppelte Produkt aus den Abschnitten einer Brenn- 
punktssehne ist gleich dem Produkt aus dieser Sehne und dem 
halben Parameter, 

173. Durch die Hauptaxe und eine Tangente ist ein Kegel- 
schnitt bestimmt. 

' Es sei AA^ die Hauptaxe, t irgend eine Tangente; über 
AA^ beschreibe man einen Kreis, welcher die Taugenten in 
D und Dl schneidet, errichte in D und D^ auf t Senkrechte, 
welche die Achse in B und B^ trejBFen, mache AA^BC har- 
monisch, so ist die Senkrechte in G die Leitlinie. Man kennt 
also vom Kegelschnitte Brennpunkt, Leitlinie und das Ver- 
hältnis der Abstände irgend eines Kegelschnittpunktes von 
beiden gleich AB : AC. Also ist nach 126 der Kegelschnitt 
bestimmt. 

Liegt A^ im Unendlichen, so geht der Kreis über AA^ 
in die Senkrechte in A 2iui AA^ über, welche die Tangente t 
in D trifft. Man erhält den Brennpunkt B und wenn man 
AC = AB macht und in G die Senkrechte errichtet, auch 
die Leitlinie des Kegelschnittes, der in diesem Falle eine 
Parabel wird. 

MiiiiNOWBKi, Eegelschnitte. 7 
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174. In jeder harmoniscJien Verwandtschaft ist einem Kreise 
oder einem Kegelschnitte ein Kegelschnitt verwandt 

Es sei K irgend ein Kegelschnitt^ sei das Centrum 
und die Axe einer harmonischen Verwandtschaft. Aus 
den Gesetzen derselben folgt unmittelbar, dafs für die ver- 
wandte krumme Linie S alle. Polareigenschaften gelten. Der 
Mittellinie m von und o ist ^r^ verwandt; es sei M der Pol 
von m bezüglich Ky so ist der verwandte Punkt 3Ji der Pol 
von g^ bezüglich Ä, also der Mittelpunkt von Ä. Der Invo- 
lution konjugierter Strahlen in Bezug auf K in M ist daher 
die Involution konjugierter Durchmesser in SR verwandt. 
Diese hat ein Paar rechtwinklige Strahlen, von denen minde- 
stens einer ß schneiden mufs (146). Die Schnittpunkte des 
einen seien % und Sl^; sollten beide Strahlen Ä schneiden, so 
sei SlSli der gröfsere der beiden Durchmesser. Es sei t irgend 
eine Tangente von fö; durch diese und %%^ als Hauptaxe ist 
ein Kegelschnitt Ä' bestimmt (173), die beiden krummen Linien 
haben die Tangente t, die Punkte % und Sl^ und die Tangenten 
in ihnen gemeinsam. Diese letzteren stehen nämlich auf 
21 Sil senkrecht. Für die Tangenten von Ä folgt dies deshalb, 
weil der konjugierte Durchmesser zu 31 21^ auf 21 Sl^ senk- 
recht steht und für Ä' deshalb, weil %%^ die Hauptaxe 
ist. Deshalb mufs S mit ^ zusammenfallen (163), weil 
für beide die Polareigenschaften gelten und Ä ist also ein 
Kegelschnitt. 

Der Beweis in 163. gilt nämlich nicht nur für einen 
Kegelschnitt, sondern für jede Figur, für welche die Polar- 
eigenschaften bestehen. 

175. Die Polarisationsfigiir eines Kegelschnittes ist wieder 
ein Kegelschnitt Cf. 271. 

Es sei K irgend ein Kegelschnitt, die Basis der Polarisation 
ein anderer Kegelschnitt 0. 

Aus den Gesetzen der Polarisation folgt unmittelbar, dafs 
für die verwandte krumme Linie S alle Polareigenschaften 
gelten. Der Pol 9K von g^^ ist also der Mittelpunkt von i? 
Die Involution konjugierter Durchmesser in 3R hat ein Paar 
rechtwinklige Strahlen, von denen mindestens einer fi schnei- 
den mufs (146). Die Schnittpunkte des einen seien 21 und 21^ 
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und wenn beide Strahlen fi schneiden, so sollen 31 und Sl^ 
die Endpunkte der gröfseren Sehne sein. Durch eine Tangente 
t von S und 21 Sl^ als Hauptaxe ist ein Kegelschnitt Ä' be- 
stimmt (173), der (163) mit Ä zusammenfallen mufs. 

176. Mne harmonische Verwandtschaft Jierzustellen , in 
welcher einem gegebenen Kegelschnitte K ein Kreis §t und einer 
gegehenen Geraden g die g^ venvandt ist 

Auf der Geraden g^ welche aufserhalb K liegen mufs, 
denke man sich die Involution der konjugierten Punkte her- 
gestellt und über jedem Paare einen Kreis beschrieben. Diese 
Kreise schneiden sich in zwei Punkten und 0' (36 c.). In 
derjenigen harmonischen Verwandtschaft, welche als Centrum 
hat und deren Axe durch 0' parallel zu g angenommen wird, 
ist dem Kegelschnitte K ein Kreis S verwandt. 

Ist nämlich G der Pol von g, AB eine Sehne durch 6r, 
sind PPij QQi, BB^, . . . konjugierte Punkte auf g, so 
treffen sich die Geraden AP und BP^, AP^ und BP, AQ 
und BQ^y AQ^ und BQ, , . . in den Punkten P' und P/, 
Q' und Q^, . . . von K, In der verwandten Figur Ä werden 
die verwandten Punkte mit denselben deutschen Buchstaben 
bezeichnet. Es ist also @, der Pol von ^«,, der Mittelpunkt 
von g, 21» ein Durchmesser. Die Winkel 2l$ß'a3, 21^/93, 
210'^, 21 £1/35, . . . müssen rechte Winkel sein; daher ist Ä 
ein Kreis. 

177. Eine Jiarmonische Terwandtscliaft hermsteilen, in 
tvelcher einem Kegelschnitte K ein Kreis und einem Punlcte G 
der MittelpunJct des Kreises verwandt ist. 

Auf der Polare g von G bestimme man die Involution 
konjugierter Punkte und mittelst derselben ganz wie in 177. 
die harmonische Verwandtschaft. 

178. Eine harmonische VerwandtscJmft Jierzustellen, in 
welcher einem Kegelschnitte K ein anderer und 1, einer Geraden 
eine Leitlinie des letzteren 2» einem Punkte ein Brennpunkt des 
letzteren verwandt ist. 

179. Gegeben ist ein Kegelschnitt K mit den Axen 2 a 
und 26. Ein Punkt der Axe 2 a sei C und c seine Polare, 
welche die Axe in D schneidet; auf letzterer seien E und E^ 
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diejenigen konjugierten Punkte, welche gleich weit von D ent- 
fernt sind. Dann ver- 
hält sich DJ? ^ .- JtfF. JfJF\ 



= DE:MFi, wenn F 
und jFj konjugierte 
Punkte sind. Da 
MF, MF^ = V und die 
Polare yonE mit derGe- 
raden JB^CFi zusammen- 
fallen mufs, so ist 
BE^:V = DE^:MF^ 
= DC: MC-, aber DC = MD - MC, MC , MD = a\ MD 

DE' :b'' = a^- MC^ : MC" 




Fig. 60. 



und 



DE' = b^ . 



MC' 



Beschreibt man über EE^ einen Kreis, welcher die Axe 
in 00' schneidet, zieht o \\ c durch 0' und wählt und o als 
Centrum und Axe einer harmonischen Verwandtschaft, so ist 
dem Kegelschnitte K ein Kreis S verwandt, denn der Involu- 
tion konjugierter Strahlen in C ist eine circulare Involution 
konjugierter Strahlen verwandt. 

Mit Hilfe obiger Formel ist die Aufgabe gelöst: Zti 
jedem Punkte der Axe 2 a als Centrum die Axe derjenigen Jiar- 
monischen Verwandschaft zu konstruieren, in weMier dem Kegel- 
schnitte K ein Kreis verwandt ist. Wenn nämlich ein be- 
liebiger Punkt der Axe ist, so ist 

OM=DM— OD = DM— DE 



a^^hVa^ — MC 



MC 



oder MC.OM=a^ — b Ya' — MC^, woraus MC sich ergiebt, 
die Polare c von C und endlich o. 

180. Zwei Kegelschnitte mit den Axen 2a, 26 und 2ai, 26^ 
und den Mittelpunkten MM^ liegen so, dafs zwei derselben 
z. B. 2 a und 2aj^ in einer Geraden g liegen. Für die Potenzen 
der Involutionen konjugierter Punkte auf einer zu g senkrechten 
Geraden findet man nach der oben entwickelten Formel (Fig. 60) 
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DC D C 

h^ . iTrri und &i^ . T,J J . Setzt man beide Ausdrücke einander 

MC ^ ^i^\ 

gleich, so bestimmt man die Lage derjenigen Geraden j welche 
für beide Kegelschnitte dieselbe Involution Iconjugierter Punkte 
enthält Diese Gerade heifst die reelle oder ideelle gemeinschaft- 
liche Secante der Kegelschnitte. Man findet, wenn man MD = x, 
M^D = x^y MD . MC = a^, MD, . MC, = a,^ setzt, 



6« 



oder 



oder 



MD- MC 
MC 


= v- 




x^-a^ ,3 


«1 


-«.' 


a« ^1 


2 

L 


x^ - a« a' 


'6,> 
>6> 




rc. * — a. ' a. 





180a. Es kann sich ereignen, dafs der eine der beiden 
Kegelschnitte K und K,, etwa K,, ein Punkt wird, wobei 
noch vorausgesetzt werden soll, dafs K, auf keiner Axe von K 
liegt. Die Polaren zweier Punkte A und B bezüglich K, seien die 
Geraden a und &, welche sich natürlich in K, schneiden müssen; 
dann sind a und K,Ä^ b und K,B je zwei konjugierte Strahlen. 
Durch diese beiden Paare ist aber die Involution konjugierter 
Strahlen bezüglich K, gegeben. Die Paare konjugierter 
Strahlen durch K, bezüglich des Kegelschnittes K bilden 
auch eine Involution und diese hat mit der vorigen ein Paar 
konjugierter Strahlen gemein; es sei dieses das Paar mm^. 

Man kann nun durch eine harmonische Verwandt- 
schaft K und K, so transformieren, dafs der Punkt ^, 
als Kreis angesehen werden kann und im Mittelpunkte von 
Ä liegt, wenn ^, und S die transformirten Figuren sind. 
Zu dem Zwecke schneide man die Involution der konjugierten 
Strahlen bezüglich K, mit der Polare p von K, in Bezuf auf 
K in einer Punktinvolution. Diese hat keine Doppelpunkte; 
also schneiden sich die Kreise, die man über den Entfernungen 
je zweier konjugierten Punkte, als Durchmessern, beschreibt, 
in zwei Punkten und ff Den ersteren wähle man als 
Centrum einer harmonischen Verwandtschaft, deren Mittel- 
linie p ist und deren Axe also durch 0' parallel zu p läuft. 
Die letztere mag m und m, in M und M, schneiden; diesen 
Punkten sind die im unendlichen liegenden Punkte 3R und 3)?i 
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verwandt, welche auf den Geraden OM und OM^ liegen 
müssen. Da aber <^ MOM^ = 90^ ist, so mufs auch 
<^ 2RÄi2Ri = 90« sein. Für den Punktkegelschnitt Ä^ ist 
also die Involution konjugierter Strahlen eine circulare, also 
ist Äi als Kreis zu betrachten. 

Der Mittellinie p der Verwandtschaft ist aber die unend- 
lich ferne Gerade verwandt; dem Pole K^ von p in Bezug auf 
K ist also* der Pol von g^, der Mittelpunkt von Ä verwandt 
und da Ä^ und K^ verwandte Punkte sind, so ist S^ der 
Mittelpunkt von Ä. 

Auf einer im Punkte P der Nebenaxe senkrecht zu ihr 
errichteten Geraden seien Q und Q^ diejenigeo konjugierten 
Punkte, welche gleichweit von P entfernt sind; es ist dann, 
wenn P^ der konjugierte Punkt von P auf der Nebenaxe ist, 

P/12 ^2 ^ ^1-^1 

wo a und b die Halbaxen von fi sind. Da nun ^^P.^^P^^ = &^ 
so wird 

Setzt man diesen Ausdruck gleich ^^P^, so findet man 
denjenigen Punkt P, auf dessen zur Nebenaxe senkrecht errich- 
teten Geraden die Strahlenpaare der circularen Involution in 
^1 und der Involution konjugierter Strahlen in Pj sich in 
denselben Punktpaaren treffen. Man findet 

ii P= + ^, wo e^ = a^ - h\ 
1 — g » 

Diese Senkrechte in P ist also die ideelle gemeinschaft- 
liche Sekante von Ä und Ä^. Die zu ihr bezüglich der Hauptaxe 
symmetrisch liegende Gerade ist eine zweite ideelle Sekante. 

Die ihnen verwandten Geraden q und q^ sind zwei ideelle 
Sekanten von K und iQ. 

Sind P und P^[ zwei konjugierte Punkte der Hauptaxe 
und Q'Qi diejenigen konjugierten Punkte auf der in P' zur 
Hauptaxe senkrechten Geraden, welche gleichweit von dieser 
entfernt sind, so ist 

P'n'2__7,2 a'-P^'^^' _ 6 "^ (p- 5^^ ^ - g«) 
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Setzt man diesen Ausdruck gleich P'S^^, so erhält man 
denjenigen Punkt P' und in ihm diejenige Gerade, auf welcher 
jedem Punkte bezüglich ^ und S^ derselbe Punkt konjugiert 
ist. Man erhält 

T/ ^ 2 ^ ^ 

^ 0^ — a^ 
ah 



und P'Sj = + ^ . 1/ — 1 

Aufser den reellen gemeinschaftlichen Sekanten, die parallel 
zur Hauptaxe liegen, giebt es also noch zwei imaginäre ge- 
meinschaftliche Sekanten parallel zur Nebenaxe. 

Es haben also R und ^^ zwei reelle und zwei imaginäre 
gemeinschaftliche Sekanten; dasselbe gilt demnach auch von 
K und K^, Somit gilt der Satz: 

Ein Kegelschnitt K und ein PunhtJcegelschniU K^ Jiahen 
zwei reelle und zwei imaginäre gefneinschaßliche Sekanten. 
Erstere haben für beide Kegelschnitte dieselbe Involution hon- 
jugierter Punkte, — Die Polare von K^ bezüglich K geht durch den 
Schnittpunkt der reellen Sekanten und trennt sie Jiarmonisch von K^, 

Denn bei Ä und Ä^ sind die reellen Sekanten gleichweit 
vom Mittelpunkte entfernt und zur Axe senkrecht. 

181. Diese Entwicklung verliert ihre Giltigkeit für den 
Fall, dafs einer der Kegelschnitte Parabel wird: Um auch für 
diesen Fall die Lage der gemeinschaftlichen Sekante zu bestimmen, 
soll zuvor eine Eigenschaft der Parabel abgeleitet werden. 

Zwei Gerade b und b^ stehen in den Punkten B und B^^ 
welche um a und a^ vom Scheitel A entfernt sind, auf der 
Axe senkrecht; die Potenzen der auf ihnen befindlichen Invo- 
lutionen konjugierter Punkte seien JBD^ == BE^ und B^D^. 
Man mache AC = AB, AC^ = AB^-^ dann ist EC die Polare 
von D und DC^ diejenige von G, Da 

B^G . B^Gi = B^D^y 

so ist B,D;' : BD' = B,G . B,G, : BD . BE. 

Aber B,G :BE =B,C:BC 

B,G, :BD =B,C,:BC, 
B,C=BC^, BC=2a, B,C, = 2a,, 

also -^1 A^ • ^^^ = ^i • ^y 
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d. h. die Potenzen der Involutionen konjugierter Funkte auf zwei 
zur Parabelaxe senkrechten Geraden verJuüten sich um die Ab- 
stände dieser Geraden vom Scheitel. * 

Denkt man sich jetzt 
eine Parabel K und 
einen anderen Kegel- 
schnitt K^, deren Haupt- 
axen zusammenfallen 
mögen und in der Ent- 
fernung X vom Scheitel 
A der Parabel und x^ 
vom Mittelpunkte Jlfj eine 
Senkrechte C auf der 
gemeinschaftlichen Axe 
errichtet, nimmt man 
femer die Potenzen der 
Involutionenkonjugierter 
Punkte auf derselben 
gleich p^ und p^ und 
diejenige auf der Neben- 
axe von jK^ für die Pa- 
rabel gleich q^ an, 




Vig. 61. 



so ist 



P^ = ^ 



X 



und p^ = h^ . 



X, 



a. 



a. 



Sollen beide Potenzen gleich sein, so ist 



a^ -— = b ^ 






worin noch x -{- x^^ = M^A zu setzen ist. 

Sind beide Kegelschnitte Parabeln mit den Scheiteln A 
und Ai, sind x und x^ die Entfernungen der Senkrechten c 
von den Scheiteln, sind femer q^ und q^^ die Potenzen zweier 
zur Axe senkrechten Geraden in den Entfernungen a und a^ 
von den ScheiteW, so mufs 



.2 



X 

a 



r . -;r = ^1 



2 






X 

x^ 



_ a q, 



a 



sein. 
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In den beiden ersten Fällen ergeben die Formeln zwei 
gemeinschaftliche Sekanten; im letztem Falle tritt scheinbar 
nur eine auf. Als zweite hat man aber hier die unendlich 
ferne Gerade zu betrachten, welche als gemeinschaftliche 
Tangente beider Parabeln anzusehen ist. 

Beschreibt man um den Schnittpunkt der gemeinschaft- 
lichen Sekante mit der Centrale einen Kreis, dessen Radius 
die Quadratwurzel aus der Potenz der Involution konjugierter 
Punkte auf der Sekante ist, so kann man jeden seiner Schnitt- 
punkte als Centrum einer harmonischen Verwandtschaft nehmen, 
in welcher beiden Kegelschnitten Kreise verwandt sind. Die 
Axen dieser Verwandtschaften bestimmt man durch die Be- 
dingung, dafs die der gemeinschaftlichen Sekante verwandte 
Gerade ins Unendliche fällt. 

Somit ist die Aufgabe gelöst: 

Zwei Kegelschnitte, deren Axen in einer Geraden liegen, durch 
harmonische Verwandtschaft in Kreise zu verwandeln, 

§ 16. 

Konstruktion der Kegelschnitte ans gegebenen Funkten 

und Tangenten. 

182. Durch fünf Funkte ist stets ein einziger Kegelschnitt 
bestimmt 

Sind ABCDE fünf beliebige Punkte, so stelle man nach 
87. eine solche harmonische Verwandtschaft her, dafs die ver- 
wandten Punkte auf einem Kreise liegen. Der diesem (174) 
verwandte Kegelschnitt geht durch ABCDE und ist wegen 
158. der einzige durch diese Punkte. 

183. Durch fünf Tangenten ist stets ein einziger Kegel- 
schnitt bestimmt. 

Sind abcde fünf beliebige Gerade, so stelle man nach 90. 
eine solche harmonische Verwandtschaft her, dafs die fünf 
verwandten Geraden einen Kreis berühren. Der diesem ver- 
wandte Kegelschnitt ist wegen 159. der einzige, welcher abcde 
zu Tangenten hat. 

184. Durch vier Pmikte AB CD und die Tangente a in A 
ist stets ein einziger Kegelschnitt bestimmt. 

91. 160. 
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185. Durch vier Tangenten und den Berührungspunkt auf 
einer von ihnen ist stets ein einziger Kegelschnitt bestimmt, 

92. 161. 

186. Durch drei Funkte und die Tangenten in 0wei von 
ihnen ist stets ein einziger Kegelschnitt bestimmt, 

93. 162. 

187. Durch drei Tangenten und die Berührungspunkte auf 
zwei von ihnen ist stets ein einziger Kegelschnitt bestimmt, 

94. 163. 

188. Der geometrische Ort des Sclwitels eines harm^onischen 
Strahlenbüschels j dessen Strahlen durch vier feste Punkte gehen, 
von denett keine drei in einer Geraden liegen, ist ein Kegelschnitt, 

Sind AB CD vier feste, nicht in einer Geraden liegende 
Punkte und ist S (ÄBCD) ein harmonisches Büschel, so ist 
durch die fünf Punkte AB CDS ein Kegelschnitt K bestimmt 
und jeder Punkt fi" hat, wie beim Kreise, die Eigenschaft, 
dafs S' (ÄBCD) auch ein harmonisches Büschel ist. Gäbe 
es aufser der Peripherie von K noch einen Punkt X, so dafs 
X (ABCD) harmonisch wäre, und schnitte XA den Kegel- 
schnitt in Y, so wäre auch Y (ABCD) harmonisch. Weil 
aber XA und YA in einer Geraden liegen, so müfsten auch 
BCD in einer Geraden liegen, was gegen die Annahme ist. 
188 a. Verbindet man zwei feste Punkte S und S^ mit den 
Punktpaaren einer Involution AA^, BB^, , . . so ist der Ort 
des Schnittpunktes det^ Verbindungsgeraden ein Kegelschnitt 

I. Die Involution AA^, 
BB^ ... auf p hat 
Doppelpunkte M und Ä 
Die Strahlen SA, S,Ä, 
und S^A, SAi mögen 
sich in 31 und Sl^ schnei- 
den; dann sind S(itfJ\r2lSlJ 
und S, (MN'ä'^,) harmo- 
nische Büschel, also sind 
SS^MN^% Punkte eines 
Kegelschnittes K Wenn 
^'^ ''" sich 2181, und SS, in P 

schneiden, so ist^^P die Polare von A in Bezug auf Kimi AP 
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diejenige von A^. Verbindet man S mit J3, so erhält man mit 
K den Schnittpunkt 83; schneidet man K mit P93 in S3i, 
so müssen sich 583 und S^Sd^ sowie SS3i ^^^ ^^ i^ zwei 
Punkten der Polare p oder AA^ schneiden. Der erste dieser 
Schnittpunkte ist JS; der zweite heifse X. Da aber PX die 
Polare von B sein mufs, also MNBX harmonische Punkte 
sind, so fällt X mit B^ zusammen. Also sind die Schnitt- 
punkte der Strahlenpaare SB, S^B^ und S^B, SB^ d. i. 
83 und S3i Punkte von K, 

II. Die Involution AA^j SB^, . . . auf p hat keine 
Doppelpunkte. 

Stellt man eine harmonische Verwandtschaft her, welche 
p zur Mittellinie hat und deren Gentrum einer der Schnitt- 
punkte ist, in denen die Kreise über AA^, BB^, sich treffen, 
so sind die Strahleninvolutionen in S und 5^ circularen Invo- 
lutionen in den verwandten Punkten © und ©^ verwandt. 
Sind SlSli, S3S3i, ... die zu AA^, BB^, ... verwandten im 
unendlichen liegenden Punkte, so schneiden sich die zu ein- 
ander rechtwinkligen Strahlen ©31 und ©i?li, ©Sli und ©iSl, 
©95 und ©i93i, ©S3i und ©^SS, ... auf dem Kreise ß mit 
dem Durchmesser ©©j. Ihm ist ein Kegelschnitt K verwandt, 
welcher durch S und S^ und die Schnittpunkte SA und S^A^y 
SA, und S^A, SB und S^B,, SB, und S,B, . . . geht. 

188 b. Schneidet man zwei feste Gerade s und s, durch die 
Strahlenpaare einer Involutimi aa,, hh,, ... so ist der Ort der 
Verbindungslinien der Schnittpunkte ein Kegelschnitt. 

I. Wenn die Involution aa,, 66,, ... Doppelstrahlen 
hat, so läfst sich der Beweis ebenso wie in 188 a. führen. 

II. Die Involution aa,, bb,, ... hat keine Doppelstrahlen. 

Es sei M der Scheitel der Involution und S der Schnitt- 
punkt von s und s,. Das Strahlenpaar aa, schneide s in 
PQ^ Sj in Pj Qi und es mögen sich PQ, und P,Q in R treffen. 
Durch S und R lege man die Gerade g, diese schneidet die 
Strahleninvolution in einer Punktinvolution. sei einer der 
Punkte, von denen letztere durch eine circulare Strahleninvo- 
lution projiciert wird. Nimmt man zum Oentrum und g zur 
Mittellinie einer harmonischen Verwandtschaft, so ist der 
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Involution in M eine circulare Involution in 2R und dem 
Tangentenpaare 55^ ein paralleles Tangentenpaar ^^^ verwandt. 
Das Strahlenpaar aa^ der Involution in 5K mufs parallel sein, 
also ist die von Sg^aai gebildete Figur ein Rhombus, in 
welchen sich ein Kreis Ä beschreiben läfst, mit 9K als Mittel- 
punkt. Jedes durch 3Ä gelegte rechtwinklige Geradenpaar 
also jedes Strahlenpaar der circularen Involution in 9J?, schnei- 
det aber die parallelen Tangenten ^^^ in solchen Punkten, dafs 
ihre Verbindungslinien Tangenten von Ä sind. 

Also müssen die Verbindungslinien der Schnittpunkte, 
welche die Strahlenpaare aa^, fttj, ... ss^ bestimmen, einen 
Kegelschnitt jK", welcher der zum Kreise Ä verwandte Kegel- 
schnitt ist, umhüllen. 

189. Aüe Geraden^ welche vier feste Geracky von denen Jceine 
drei durch einen Punkt gehen, in harmonischen Punkten schneiden^ 
sind Tangenten eines Kegelsclinittes. 

Beweis entweder wie in 188. oder durch Polarisation. 

190. Schneidet man eine Gerade g mit den Strahlen eines 
Büschels S und Jconstruiert auf jedem Strahle zu seinem Schnitt- 
punkte den konjugierten Punkt hezüglich eines Kegelschnittes JT, 
so liegen alle konjugierten Punkte auf einem Kegelschnitte K^, 

Man stelle eine harmonische Verwandschaft her, in welcher 
dem Kegelschnitte K ein Kreis Ä und der g die ^q^ ver- 
wandt ist. Dem Büschel S ist ein "anderes @ verwandt; die 
konjugierten Punkte zu den Schnittpunkten des letzteren mit 
g^ bezüglich Ä sind die Fufspunkte der vom Mittelpunkte 
des Kreises auf die Strahlen von © gefällten Perpendikel. 
Diese Fufspunkte liegen auf einem Kreise Ä; auf dem ver- 
wandten Kegelschnitte K^ liegen die konjugierten Punkte zu 
den Schnittpunkten der Strahlen von S mit g bezüglich K. 

191. Schneidet man eine Gerade mit den Strahlen eines 
Büschels und konstruiert in jedem Schnittpunkte zu dem durch- 
gehenden Strahle den konjugierten Strahl bezüglich eines Kegel- 
schnittes Ky SO sind alle konjugierten Strahlen Tangenten eines 
Kegelschnittes, 

Entweder direkt durch harmonische Verwandtschaft oder 
durch Polarisation aus 190. 
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§ 17. 
Foldreieoke. 

192. Sind AA^ und BB^ zwei Paar honjitgierter Punkte, 
so sind auch die Schnittpunkte CC^ der Seitenpa^are AB, A^B^ 
und AB^y BA^ konjugierte Punkte. 

I. Folgt aus 109. 

IL Die Polaren von A und B gehen durch A^ und B^ 
und mögen sich in D schneiden; dann sind DA und BA^, 
DB und DB^ konjugierte Strahlenpaare. Sie sind aber auch 
Strahlenpaare der Involution, welche durch die Verbindungs- 
linien von D mit den sechs Ecken AA^BB^CC^ gebildet 
wird und da die konjugierten Strahlenpaare in D gleichfalls 
eine Involution bilden, so sind DC und DC^ konjugierte 
Strahlen und weil C^D die Polare von C ist, so sind CC^ 
konjugierte Punkte. 

193. Die sechs Ecken zweier Poldreiecke ABC und A^B^C^ 
liegen auf einem Kegelschnitte. 

Die Ecke A^ liege innerhalb; man stelle eine harmo- 
nische Verwandtschaft her, so dafs der Gerade^ B^C^ die un- 
endlich ferne Gerade und dem 
Kegelschnitte ein Kreis ver- 
wandt ist. 

Man bezeichne die verwandten 
Punkte mit SlSeSliSBrSf . 
In dem Sechsecke SlSSSliSiSi 
bestimme man die Schnitt- 
punkte der Gegenseiten 3), 
@% g von «83 und SliSSi, 
»e und S5i6i, ©Slj und «ß,. 
Da «1»! J.«,®!, als kon- 
jugierte Strahlen, stehen mufs, 
so schneiden sich in 81 zwei 
Höhen ® 81 und ^ 31 des Drei- 
ecks 8li3)5? 3,lso ist auch 
[i J_35g und S)g geht durch ©*. Das Sechseck ist also 
ein Pascal'sches und seine Ecken, mithin auch die des ver- 
wandten Sechsecks, liegen auf einem Kegelschnitte. 




Pig. 62. 
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194. Sind Sl33ß drei Punkte einer gleichseitigen Hyperbel 
H, so liegt auf derselben auch der Höhenpunkt des Dreiecks 
31 »e. Fig. 62. Cf. 309. 

Ist 2li der Höhenpunkt des Dreiecks StS36, so beschreibe 
man um denselben einen Kreis , für welchen ?193S ein Pol- 
dreieck ist. Man findet seinen Radius r aus der Gleichung 
r^ = Sl^Sl . Sil®. Durch Sl^ ziehe man die Geraden nach den 
unendlich fernen Punkten 93*6" der Hyperbel, so stehen 
diese auf einander senkrecht und deshalb sind StiSSfE* 
auch die Ecken eines Poldreiecks des Kreises. Polglich liegen 
die sechs Ecken ^SSf^^Jöi^df auf einem Kegelschnitte, 
der mit H fünf Punkte gemein hat und also mit ihm iden- 
tisch ist. 

195. Zwei senkrechte Sehnen einer gleichseitigen Hyperbel 
schneiden sich so, dafs die Produkte aus ihren Abschnitten gleich 
sind. Fig. 62. 

Denn aus den 'ahnlichen Dreiecken 31 S5® und StjE® 

folgt 8te.3i,e = 93@.ee. 

195 a. Die Höhe auf die Hypotenuse eines rechtwinkligen, 
einer gleichseitigen Hyperbel eingeschriebenen Dreiecks, ist 
eine Tangente derselben. 

Denn wird -^ S581S = 90^ so fällt 31 mit %, auf der 
Geraden 3(@ zusammen. 

196. Die sechs Seiten zweier Poldreiecke berühren einen 
Kegelschnitt, 

I. Man denke sich eine Parabel konstruiert, welche die 
vier Geraden 81 S5, 836, 681, ^^^T und natürlich die unend- 
lich ferne Gerade berührt. Der Höhenpunkt 8li des Tangenten- 
dreiecks 81S36 liegt auf der Leitlinie der Parabel. Zwei 
Tangenten der Parabel, deren Schnittpunkt auf der Leitlinie 
liegt, stehen auf einander senkrecht, also ist 81, 6r auch 
eine Tangente der Parabel. — Die benutzten Parabeleigen- 
schaften sind 215. und 221. abgeleitet. 

IL Durch Polarisation aus 193. 

197. Zwei einem Kegelschnitte K eingeschriebene Dreiecke 
ABC und A^BiCi sind stets Poldreiecke eines anderen Kegel- 
schnittes. 
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Man stelle eine solche harmonische Verwandtschaft her, 
dafs der Geraden B^C^ die unendlich ferne Gerade g^^ den 
Winkeln B^A^C^ und A^EB rechte Winkel verwandt sind, 
wenn E der Schnittpunkt von BC und AA^ ist. Zu dem 
Zwecke beschreibe man üher B^C^ und D^E^ als Durchmessern 
Kreise; sind und 0^ deren Schnittpunkte, so kann man 
als Centrum und die zu B^C^ durch 0^ gelegte Parallele 
als Axe der gesuchten Verwandtschaft wählen. In der ver- 
wandten Figur siasestiSref ist sii^r _l siiSr und 

21 Sil eine Höhe des Dreiecks 8133S. Da der dem Kegel- 
schnitte K verwandte Kegelschnitt Ä eine gleichseitige 
Hyperbel sein mufs, so ist Sl^ der Höhenpunkt des Drei- 
ecks ^S3(S. Daher giebt es einen Kreis um Slj, für welchen 
aSe und 2li93fer Poldreiecke sind. Für den ihm 
verwandten Kegelschnitt sind ABC und A^B^C^ Pol- 
dreiecke. 

198. Die Paare konjugierter Punkte B^P^j -^i' A? • • • 
einer Geraden jp bilden eine Involution; ist P der Pol von p, 
so sind PP^P2, PP/P2', ... Poldreiecke. Jedem derselben 
läfst sich ein Kreis umschreiben und alle diese Kreise bilden 
ein Büschel, denn sie haben einen gemeinschaftlichen Punkt 
und schneiden eine Gerade in einer Involution. Durch 
PP^ lege man die Gerade g, deren Pol Pg sein mufs. 
Alle Kreise durch Pg, welche q in zwei konjugierten Punkten 
schneiden, bilden ebenfalls ein Büschel; dasselbe hat mit dem 
vorigen den durch das Poldreieck PP^P^ bestimmten Kreis 
gemeinschaftlich. Man kann die Geraden p und q als zwei 
beliebige Gerade betrachten und folgert dann: 

Die Gesamtheit aller Kreise, welche den Poldreiecken eines 
Kegelschnittes umgeschrieben sind, bilden ein Netz, (Siehe 
Nachtrag.) 

199. Es giebt einen Kreis Ä, welcher alle Kreise dieses 
Netzes rechtwinklig schneidet; sein Mittelpunkt M fällt mit 
demjenigen des Kegelschnittes zusammen. Auf Ä sei 2) ein 
beliebiger Punkt, DE und DE^ seien die beiden Tangenten 
an den Kegelschnitt, so gehören die Kreise durch Z), welche 
die Gerade EE^ in E und E^ berühren, zu den Kreisen des 
Netzes. Da der Kreis Ä beide im Punkte D rechtwinklig 
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schneidet, so liegen ihre Mittelpunkte F und F^ auf der 
Tangente in D und in diesem Punkte müssen sich beide be- 
rühren. Ist 6r der 



Schnittpunkt von 
EE^ mit MB, so 
stehen die Geraden 
GF und GF^ als 
Halbierungslinien 
zweier Neben- 
winkel auf ein- 
ander senkrecht; 
da sie aber auch 
mit ED undiE^B 
rechte Winkel bil- 
den^ so ist 
^ EBE^ = 90^ 




Fig. 6S. 



woraus folgt: 

Ber Ort des Scheitels des einem Kegelschnitte umgeschriebenen 
rechten Tangentenwinkels ist ein honzentrischer Kreis. 

200. Aus dem B diametral gegenüberliegenden Punkte B^ 
lassen sich natürlich auch rechtwinklige Tangenten an den 
Kegelschnitt ziehen-, die von B und B^ ausgehenden Tangenten 
desselben bilden daher ein dem Kreise Ä eingeschriebenes, 
dem Kegelschnitte umgeschriebenes Rechteck: 

Alle einem Kegelschnitte umgeschriebenen Bechteche sind dein 
Kreise Ä eingeschrieben, 

201. Um die Gröfse des Radius r dieses Kreises Ä zu 

berechnen, fixiere man 
einen seiner Schnitt- 
punkte Q mit der Haupt- 
axe. Die Tangenten 
von Q an den Kegel- 
schnitt bilden einen 
rechten Winkel. Ist P 
einer der Berührungs- 
punkte und FQ^ senk- 
recht zur Hauptaxe, so 
mufs PQ^ = QQi sein, 

da Winkel FQQ^ = 45® ist. Zieht man FS senkrecht zur 
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Nebenaxe und schneidet damit die Polare von Q^ in JR, so 
ist Si der Pol von PS, denn derselbe mufs auf der Neben- 




Fig. 65. 

axe und auf der Tangente PQ liegen. Da 8 und 8^ kon- 
jugierte Punkte sind, so ist das Produkt 

M8 . MSi = h\ 
Aus der Proportion 

PQi ' QQi = M8, : MQ folgt MS^ = MQ-, 
da aucli M8=PQ^ ==^ QQif so erhält man 

QQi'r = ±i^ oder + (MQ^ — MQ) ,r = b\ 
Auch QQj^ sind konjugierte Punkte, also ist 

MQ . MQ, = r . MQ, = a^ 
bei der Ellipse r^ __ ^2 ^ j2 

bei der Hyperbel r* = a^ — 6^^ ^^ j^ 

Der Badius des Kreises, welcher die Scheitel aller einem 
Kegelschnitte umgeschriebenen rechten Winkel enthält, ist gleich 
der Quadratiourzel aus der Summe oder Differenz der Quadrate 
der HaTbaxen, je nachdem der Kegelschnitt Ellipse oder 
Hyperbel ist 

Bei der Ellipse ist der Kreis S stets reell. 

Wenn bei der Hyperbel a = 6 wird, was bei der gleich- 
seitigen Hyperbel der Fall ist, so reduziert sich der Kreis S 
auf einen Punkt und das einzige rechtwinklige Tangentenpaar 
wird von den Asymptoten gebildet. 



MiiiiNOWBKi , Kegelschnitte. 
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Fig. 66. 



Wird a < 6, so wird r imaginär. In diesem Falle giebt 
es keine rechtwinkligen Tangenten. 

202. Die Tconjugierte Hyperbel. 

Die Hyperbel H schneide die Hauptaxe in A und Ä^] in 
einer harmonischen Verwandtschaft deren Centrum Ä ist und 

deren Axe in Aj^ auf der 
Hauptaxe senkrecht steht^ 
ist der Hyperbel H eine 
Ellipse E verwandt mit 
der Nebenaxe ?l2li. Den 
unendlich fernen Punkten 
der Hyperbel sind die 
Ellipsenpunkte Sl und Stj 
verwandt; Hyperbel und 
Ellipse berühren sich in 
Sl und Sil und haben die- 
selbe Hauptaxe. 
Der Pol von ^iB^ bezüglich H liegt auf der Nebenaxe, 
im Schnittpunkte derselben mit der Polare von B^. Diese 
aber geht durch A^ und den unendlich fernen Punkt der 
Asymptote B^M, ist also der letzteren parallel und folglich 
die Gerade ^^31. Mithin sind 31 und Sl^ konjugierte Punkte 
der Hyperbel H auf ihrer Nebenaxe. Alle konjugierten 
Punktpaare derselben bezüglich H bilden eine Involution mit 
dem Centralpunkte Jf ; die Potenz derselben Jf 21 . Jüf 5li be- 
zeichnet man mit b^ und b ist also die halbe Nebenaxe der 
Hyperbel H und gleichzeitig die halbe Nebenaxe der Ellipse E: 
Eine Hyperbel und die ihr harmonisch verwandte Ellipse in 
derjenigen Verwandtschaft j welche den einen Scheitel der Hanj^i- 
a>xe mm Centrum und die Tangente im anderen zur Axe hatj 
haben gleichgrofse Nebenaxen. 

203. Verändert man jetzt die harmonische Verwandt- 
schaft, indem man den einen Scheitel Sl der Nebenaxe der 
Ellipse E zum Centrum und die Tangente in anderen, Ä^, 
zur Axe nimmt, so ist der Ellipse E eine andere Hyperbel § 
verwandt, welche denselben Mittelpunkt M und die Nebenaxe 6 
der ersteren zur Hauptaxe hat. Den Punkten A und A^ sind 
die unendlich fernen Punkte der Hyperbel ^ verwandt; diese 
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hat also die zu %Ä und 21 ^^ parallelen Geraden zu Asymptoten. 
Ganz wie vorhin folgert man, dafs Ä und Ä^ konjugierte 
Punkte der Hyperbel § sind, dafs also die Nebenaxe 2a der- 
selben durch die Gleichung MÄ . MA^ = d? bestimmt ist. 
Die Hyperbel ^ hat also mit der Hyperbel H dieselben 
Asymptoten und der Richtung nach dieselben, der Gröfse nach 
aber vertauschte Haupt- und Nebenaxen. Beide Hyperbeln 
heifsen Twnjugierte Hyperbeln. 

Da BB^ = %% ist, so folgt: 

Die Asymptoten sehneiden cmf den Scheiteltangenten die 
Nebenaxe ab. 

Nennt man den Asymptoten winkel 2 a, so ist 

tga «= — . 

204. Von den beiden konjugierten Hyperbeln liegt jede 
in zwei Scheitelgebieten der Asymptoten. Die Durchmesser, 
welche die eine treffen, können die andern nicht schneiden. 

Um von einem Punkte C einer Asymptote an die Hyperbel 
H die Tangente zu ziehen, ziehe man AG bis zum Durch- 
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schnitt in Cy mit Sli^i, so sind C und C^ verwandte Punkte, 
weil MBy und %iBy verwandte Gerade sind; ziehe an die 
Ellipse E die Tangente C^Dy welche die Scheiteltangente 

8* 
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durch A^ m F schneidet, dann ist CF eine Tangente an H, 
Den Tangenten von E sind Tangenten von H verwandt, F 
ist sich selbst verwandt, also mufs die der Ellipsen-Tangente 
C^F verwandte Gerade CF eine Tangente an H sein. 

In analoger Weise zieht man %C bis ß^ auf A^B^, die 
Tangente 6^^ an E, so ist Gj^ eine Tangente an die kon- 
jugierte Hyperbel §. 

Aus den ähnlichen Dreiecken %CJff und ^CB^^ sowie 
AGB' und KGB, folgt 

B'G : B,G = %G : ^G = AG : KG, 

also A^\\K^ II MB || G(i, 

und daher G,H=^,K 

Ist (r der Schnittpunkt der Tangente G^F mit Jlf^i, so 
mufs die Polare von G bezüglich der Ellipse E parallel der 
zu MG konjugierten Durchmesserrichtung MB sein; die von 
der Ellipse auf der Polare abgeschnittene Sehne wird durch 
GM halbiert. Die zweite von G an die Ellipse gezogene 
Tangente mufs daher die zur Polare parallele Gerade C^ßi 
in einem solchen Punkte X schiieiden, dafs C^fi^«» XjBT ist; 
also fällt (S| mit X. zusammen, die Tangente (S^^S) geht durch 
G und 2) 2) ist die Polare von (r, also parallel zu BM. 

Jedem umgeschriebenen Vierseite B^G^G^^ ist der Schnitt- 
punkt der Diagonalen CjS-i und F% der Pol der dritten 
Diagonale B^G\ da dieser im Unendlichen liegt, so ist 
F% II Gl Kl II Nyi. Daher ist auch 

MN = MSSl. 

Macht man üf ® = MG, so ist N^ eine Tangente von §, 
91 S eine von H und zwar ist 

GN\\^% ^N\\G^. 

Daraus folgt: Parallele Tangenten einer Hyperbel H schneiden 
die Asymptoten in solchen PunMen, deren Verbindungslinien 
parallele Tangenten der Tconjugierteii Hyperbel $ sind. 

205. Die Gerade AB trifft GN im Berührungspunkte B^ 
mit der Hyperbel H\ die Polare von D' geht durch D und 
steht auf 51 Sl^ im harmonischen Gegenpunkte zu D' senk- 
recht, also sind GiCiDD' harmonische Punkte; ihnen sind 
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verwandt GND^ und der unendliche ferne Punkt auf CN, 

daher ist 

GD^^ND^, d. h. 

Die Strecke einer Hyperheltangente zwischen den Asymptoten 
wird durch den Berührungspunkt halbiert. 

206. Die Gerade 31® triflFt die Tangente jV6 der kon- 
jugierten Hyperbel auch im Halljerungspunkte ©^j deshalb 
sind die Radien MD^ und M^^ konjugierte Radien bezüglich 
beider Hyperbeln H und ^, da sie durch die Asymptoten 
harmonisch getrennt werden. 

Es soll der Pol von C3l bezüglich H ermittelt werden. 
Man weifs, dafs er auf JfSDi liegen mufs und der Schnitt- 
punkt dieser Geraden mit der Polare von C ist. Letztere 
geht aber durch D^ und ist der Asymptote C® parallel, triflFt 
also die Tangente N^ in ihrem Halbierungspunkte 2)/, der 
auf Jfef ©1 und der Hyperbel § liegt. Also sind S)i und 2)^' 
konjugierte Punkte der Hyperbel H und die Schnittpunkte 
von § mit dem Durchmesser SDj®/. Bezeichnet man mit 
QQi irgeiid zwei konjugierte Punkte dieses Durchmessers be- 
züglich der Hyperbel H, so folgt wegen der Gleichung 

dafs sie auch konjugiert bezüglich der konjugierten Hyperbel 
^ sind. Also: 

Zwei konjugierte Punkte eines Durchmessers der Hyperbel H 
sind auch konjugiert für die konjugierte Hyperbel, Biese bestimmt 
auf den Durchmessern^ welche H nicht treffen, die Gröfse derselben. 

207. Da jeder Durchmesser einer Hyperbel beide Zweige 
derselben oder keinen Zweig schneidet, so folgt: 

Irgend zwei parallele Tangenten einer Hyperbel berühren 
beide Zweige derselben. 

Von jedem Pimkte i? einer Asymptote läfst sich noch 
eine zweite Tangente an die Hyperbel ziehen. Ist der 
Asymptoten Winkel 2 a ein spitzer, so gelangt JS, wenn er eine 
Asymptote durchläuft, auch in eine Lage S, von der aus sich 
eine zur Asymptote senkrechte Tangente ziehen läfst, denn 
der Winkel FRÜ, wo U der unendlich ferne Berührungs- 
punkt der Asymptote ist, wächst kontinuirlich von « bis 180^. 
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Wenn der Winkel 2 a ein stumpfer ist, so giebt es einen 
splchen Punkt nicht. Demnach existiert der Kreis S, von 
dessen Punkten sich rechtwinklige Tangenten an eine Hyperbel 
ziehen lassen, sobald der Asymptotenwinkel, in welchem die 

Hyperbel liegt, ein spitzer ist. Dann ist ^^f« = — , also «> 6 

Man findet seinen Radius, wenn man in M auf einer 
Asymptote eine Senkrechte errichtet, zu ihr in Bezug auf 
beide Asymptoten den harmonischeu Gegenstrahl konstruiert, 
mit demselben die Hyperbel schneidet und und in einem 
Schnittpunkte die Tangente bis zum Durchschnitte B mit der 
Asymptote konstruiert, auf welcher sie senkrecht steht; dann 
ist MB der gesuchte Radius. 

208. Harmonische Verwandtschaft umsehen einem Kreise 
und einer gleichseitigen Hyperbel. 

In einem Kreise M ziehe man einen Durchmesser ÄÄ^^ 

in -4i die Tangente, 
wähle A und diese 
Tangente als Centrum 
und Axe einer harmoni- 
schen Verwandtschaft, 
so ist dem Kreise M 
eine Hyperbel H ver- 
wandt, welche senkrechte 
Asymptoten hat. Diese 
ist eine gleichseitige. 
Eine Gerade durch A 
schneide Kreis und Hy- 
perbel in B und B^; 
man fälle BC und B^C^ senkrecht auf AA^, so ist 

BC:B,C,=AC:AC^. 

Femer B(P = AC . A.C. 

Da AA^CCi harmonisch sind, so ist AC : A^^C ==: AC^ : Aj^C^ 
also 

•^1^1 "" AO ac 

Also: 
a. Eine gleichseitige Hyperbel und ein Kreis, welcher die- 
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selbe in defi ScJieiteln der Hauptaoce berührt y Scheitelkreis, sind 
harmonisch verwandt. 

b. Die Senkrechte aus einem Funkte einer gleichseitigen 
Hyperbel auf die Hauptaxe ist die mittlere Proportionale zwischen 
den Abschnitten, in welche sie dieselbe zerlegt. 

Da G und C^ konjugierte Punkte für den Kreis sind, so 
ist C^B Tangente an denselben und 

C.S" = AC^ .Ä,C, = C^B,\ also 

c. Errichtet man in einem Funkte der Hauptaxe einer 
gleicjiseitigen Hyperbel eine halbe senkrechte Sehne und zieht von 
ihm die Tangente an den Scheitelkreis , so ist sie gleich der 
ersteren. Cf. 272 c. 

Unmittelbar aus der Entstehung folgt: 

d. Die konjugierte Hyperbel einer gleichseitigen Hyperbel ist 
meder gleichseitig. 

Siehe 202. 

209. Es bleibt noch übrig, den Kreis ffi, den Ort der Fig. 65. 
Schnittpunkte rechtwinkliger Tangenten, für den Fall der 
Parabel zu untersuchen. Da auch hier §§j == FQ^ sein mufs, 

dies aber der Fall ist, wenn Q^ der Brennpunkt und Q der 
Schnittpunkt der Hauptaxe mit der Leitlinie ist, so geht Ä 
durch letzteren. Der Mittelpunkt M liegt bei der Parabel im 
Unendlichen, also degeneriert ß in eine Gerade, die in Q zur 
Hauptaxe senkrecht steht, also «in die Leitlinie : 

Die Scheitel aller einer Farabel umgeschriebenen rechten 
Winkel liegen auf der Leitlinie. 

Soll ein Kreis die Leitlinie rechtwinklig schneiden, so 
mufs sein Mittelpunkt auf derselben liegen, also: 

Die Mittelpunkte aller Kreise, welche den Foldreiecken einer 
Parabel umgeschrieben sind, liegen auf der Leitlinie. 

§ 18. 
Die Farabel. 

210. Die Parabel ist der geometrische Ort eines Punktes, 
dessen Abstände von einem festen Punkte B und einer festen 
Geraden C einander gleich sind; B und C sind Brennpunkt 
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und Leitlinie der Parabel ^. Aus der genannten Erklärung 
lassen sich eine Anzahl von Eigenschaften der Parabel in ein- 
fachster Weise herleiten, ohne die VoMiussetzung, dafs ihr 
zweiter Brennpunkt im Unendlichen liegt. 

Vom Brennpunkte B 
falle man BCA,l, halbiere 
BC in Ay so ist Ä der 
Scheitel der Parabel, die 
Richtung AB ist die Rich- 
tung und Lage ihrer Haupt- 
axe, die Gerade a, welche in 
A senkrecht auf BC errichtet 
wird, ist die Scheiteltangente. 
Jede Parallele zur Hauptaxe 
heifst ein Durchmesser. 

Um irgend eine andere 
Tangente und gleichzeitig 
ihren • Berührungspunkt zu 
konstruieren, verbinde man B 
mit einem beliebigen Punkte D der Leitlinie. Die Strecke BD 
wird durch die Scheiteltangente ain E halbiert, weil AB = ÄC 
ist. Zieht man noch die Mittelsenkrechte von BD, so ist sie 
eine Parabeltangente und ihr Schnittpunkt F mit der durch 
D zur Hauptaxe gezogenen Parallelen ist der Berührungspunkt. 
Denn da FB = FD, so ist F ein Parabelpunkt; auf der 
Mittelsenkrechten FF kann es aufser F keinen weiteren Para- 
belpunkt geben, denn für einen beliebigen Punkt X von FF 
ist XB = XD und fällt man noch XY±l, so ist Xr< XD 
also auch XY<.XB, mithin liegt X nicht auf der Parabel 
und FF ist eine Tangente derselben. 

Umgekehrt mufs der Fufspunkt F jeder Senkrechten aus 
dem Brennpunkte auf eine Tangente auf der SchSiteltangente 
und der Gegenpunkt D des Brennpunktes in Bezug auf irgend 
eine Tangente auf der Leitlinie liegen, denn aufser den vorhin 
konstruierten Tangenten kann es keine anderen Parabeltangenten 
geben. Folglich: 

a. Die Fufspunkte der Senkrechten am defn Brennpunkte 
auf die Tangenten liegen auf der Scheiteltangente. 
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b. Die GegenpunJcte des Brennpunktes in Bezug auf die 
Tangenten liegen auf der Leitlinie. 

211. Wenn die Leitlinie von der Tangente in H geschnitten 
wird, so ist HB = HD, also ist 

A BFH ^ FDH 

und ^FBH= FDH = 90« 

d. h. die Strecke einer Paräbeltangetite zwischen dem Berührungs- 
punkte und der Leitlinie erscheint dem Brennpunkte unter einem 
rechten Winkel. 

212. Ist J der Schnittpunkt der Tangente EF mit der 
Hauptaxe, so ist ' 

ADEF^BEJ, 

also EF = EJ, 

d. h. die Strecke einer Pardbeltangente. zunschen dem Berührungs- 
punkte und der Hauptaxe wird durch die Scheiteltangente halbiert. 

213. Durch den Punkt H der Leitlinie lege man die 
Parabelsehne SSyy welche der Brennstrahl BF nach dem Be- 
rührungspunkte in K schneidet; von S und S^ fälle man ST 
und S^Ty^ senkrecht auf die Leitlinie Z, dann ist 

SB = STj S^B = S^T^y 

ST:S,T, = SH: S,H = SB : S,B,, 

also ist BH eine Halbierungslinie des Nebenwinkels von SBS^ 
und da BH 1. BK, so sind 

B{SS,HK) 
harmonische Strahlen. 

Nennt man noch BK die Polare von H, H den Pol von 
BK,, so folgt: 

a. Jede Parahelsehne wird durch ihren Schnittpunkt mit der 
Leitlinie und seine Polare harmonisch geteilt. 

b. Die Polare eines Punktes der Leitlinie trifft die Parabel 
in den Berührungspunkten seiner Tangenten. 

c. Der Pol einer Brennpunktssehne liegt auf der Leitlinie 
senkrecht über dem Brennpunkte. 

214. Eine zweite Tangente E^F^ schneide die erste EF 
in G. Dann ist 

GD==GB=-^ GD^. 
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Hieraus ergiebt sich eine Konstruktion der Parabeltangen- 
ten von einem Punkte G. Man beschreibe um G mit seiner 
Brennpunktsentfernung GJB einen Kreis, welcher die Leitlinie 
in D und D^ triflt, so schneiden die in D und D^ errichteten 
Senkrechten die Parabel in den gesuchten Berührungspunkten. 

Eine zweite Konstruktion ergiebt sich aus a. Man be- 
schreibe über GB als Durchmesser einen Kreis, welcher die 
Scheiteltangente in E und E^ triflFt; es sind dann GE und 
GE^ die Tangenten. 

Eine dritte Konstruktion folgt aus b. und c. Man ziehe 
GBy errichte in B auf GB die Senkrechte, so trifft sie die 
Parabel in den Berührungspunkten. 

Ist HF' die zweite Tangente vom Punkte H der Leit- 
linie, F'D' _L l, so ist 

HD = HB = HD\ 

also 

^ BBLf = 90^ = FHF' 

d. h. die Tangenten von einem Punkte der Leitlinie stehen auf 
einander senkrecht 

215. Man erkennt die Parabel als Tangentengebilde aus 
den Sätzen 210a und 214, welche in anderer Fassung lauten: 

a. Bewegt sich der Scheitel eines rechten Winkels auf einer 
Geraden a und dreht sich der eine Schenkel um einen festen PmM 
B, so beschreibt der andere eine Parabel mit dem Brennpirtkte 
B und der Scheiteltangetite a. 

b. Bewegt sich die Spitze eines rechtunnkligen Dreieck auf 
einer Geraden l und dreht sich die Hypotenuse um den festen 
Fufspunkt B der Hypotenusenhöhe, so beschreiben die Katheten eine 
Parabel y deren Brennpunkt B und deren Leitlinie l ist. 

Fällt man noch GM JL Z, ^o ist 

^ FBG = FDG = 180« - BGM= 180« — B^GM 

= F^B^G = F^BG, also: 

c. Verbindet man den Brennpunkt mit den Berührung^mnkten 
und dem Schnittpunkte zweier Tangenten, so halbiert die ktäe 
Verbindungslinie den von den beiden ersten gebildeten Winkel. 

Da ^ BFE = BFE, so folgt: 

d. Jede Tangente einer Parabel bildet mit dem Brennpunkts- 
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strähle und dem Durchmesser ihres Berührungspunktes gleiche 
Winkel, 

216. ^ MGHj^ = EE^B, denn ihre Schenkel stehen senk- 
recht auf einander. Die Punkte BEE^G liegen auf einem 
Kreise, denn ^ BEG = BE^G = 90«, also ^ EE^B = 

EGB und 

^ MGH, = EGB, 

d. h. a. Je zwei Tangenten bilden mit dem Brennpunktsstrahle 
und dem Durchmesser ihres Schnittpunktes gleiche Winkel. 
Da ^ FBE = JBE und ^ F^BE^ = JBE^, so ist 

<^ EBE^ = i i^l?Fi = 180« - EGE,, 

d. h. b. Der Winkel, unter welchem das Stück der Scheiteltan- 
gente zwischen zwei beliebigen Parabeltangenten dem Brennpunkte 
erscheint, ist die Hälfte des Winkels, den die Brennstrahlen nach 
den Berührungspunkten bilden, und ergänzt den Tangenten- 
tvinkel zu 2B. 

217. PP1P2 seien die Ecken eines von drei Tangenten 
gebildeten Dreiecks. Nach 215 c ist 

^ FBP, = F,BP„ FBP, = F,BP„ 

also 

^ P^BP^ = ^ F^^BF^ = E^BE^ = 2JB - E,PE^ (216). 
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Halt man die Tangenten PF^ und TF^ fest, nimmt aber die 
dritte FiP^ veränderlich, so folgt aus der letzten Gleichung: 

a. Die Strecke, welche zwei feste Tangenten auf einer he- 
weglichen begrenzen y erscheint dem Brennpunkte unter einem kon- 
stanten Winkel, der den Winkel der festen Tangenten zu 2B 
ergänzt 

b. Die Ecken eines Tangentendreiecks und der BrennptmU 
liegen auf einem Kreise. 

218. Die Fufspunkte der Senkrechten aus dem Brennpunkte 
auf die Tangenten, EE^E^, liegen auf einer Geraden, der 
Scheiteltangente. Diese letzte Eigenschaft läfst sich verall- 
gemeinern, sie gilt für jeden beliebigen Punkt auf der Peripherie 
des dem Dreieck PP^P^ umgeschriebenen Kreises. 

Es sei also PP^P^ ein be- 
liebiges dem Kreise K eingeschrie- 
benes Dreieck, B irgend ein Punkt 
von JST, es seien BE _L ^,^2/ 
BE^ ± PP^. Man ziehe EE, bis 
zum Durchschnitte in E2 mit PPif 
so ist zu zeigen, dafs BE^l. PP^ 
steht. 

Im Dreiecke PP1P2 nnd im 
Kreisvierecke PP^BP^ ist 

CC + ß + y = 2B 

a + £i + EBP^ = 2jB, 

also da y = d + e und s = e^ im Kreisviereck BEE^P^ ist, 

ß + d^EBP,. 

Als Scheitelwinkel ist S = d^, daher <^ ^ + d + <^ EE^P, 
= 272, also auch 

EBP^ + EE2P^ = 2B, 

Das Viereck BEE2P1 ist also ein Kreisviereck und weil 
<^ BEP^ = IR, so mufs auch <^ BE^Pi = IR sein. 

Mithin: 

a. Fällt man aus einem beliebigen Punkte des umgeschrie- 
benen Kreises Senkrechte auf die Seiten, so liegen die Fufspunkte 
in einer Geraden. 




Fig. 71. 
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Aus diesem Satze folgt: 

b. An einem Dreiecke giebt es unendlich viele BetiihnmgS' 
paräbeln] der Ort ihrer Brennpunkte ist der umgeschriebene Kreis. 

219. Legt man durch den Brennpunkt B irgend einen 
Kreis K und zieht von einem Punkte P desselben die Tan- 
genten an die Parabel, welche den Kreis K in P^ und Pg 
schneiden und von P^ die zweite Tangente an die Parabel, so 
mufs sie wegen b. den Kreis K in Pg schneiden. Daraus 
aber folgt: 

Einem Kreise durch den Brennpunkt einer Parabel lassen 
sich unendlich viele Tangentendreiecke der Parabel einschreiben. 

220. Es sei ABC ein beliebiges einem Kreise eingeschrie- 
benes Dreieck, P ein beliebiger Punkt seiner Peripherie, PE^ 
±AC, PE^ = E^E^, H der Höhenpunkt, also HB^ = B^B^ 
und HCj^ = Ci^i, Q der Schnittpunkt von E2H mit AC, 

dann ist 

A CHQ ^ CB,Q, 

^ QEC, = CQH + HCQ = B,QC -{- QCB,. 




Flg. 7«. 

Zieht man B^G^CA, so ist Bogen B^C= Bogen AG und 
^BiQC'=GB^P, also 

^QnC, = GB,P+QGB,. 

Die beiden Peripheriewinkel auf der rechten Seite stehen auf 
den Bogen GP und AB2, deren Summe 

PA + ÄG + AG + GB^ = PA + ÄG + B^C + GB^ = PC 

ist. Daher ist 

^ QHC, = «^ HC,P. 
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Die Geraden HQ und C^P treflfen sich also in einem Punkte 
ü von AB und föUt man PD^ ±. AB und verlängert PDj 
bis zum Durchnitte D^ mit QB, ho i&i 

Ebenso läfst sich zeigen, dafs der Gegenpunkt von P bezüg- 
lich der Seite BG auf der Geraden PQ liegt. Somit folgt: 

Zeichnet man in einen Kreis ein Dreieck, so liegen die Gegen- 
punJcte eines beliebigen PeripheriepunJctes bezüglich der Seiten auf 
einer Geraden, welche durch dqyt Höhenpunkt des Dreiecks geht, 

221. Ist das Dreieck ein Tangentendreieck der Parabel, 
so geht der umgeschriebene Kreis durch den Brennpunkt. Die 
Gegenpunkte desselben bezüglich der Tangenten liegen auf 
der Leitlinie, also geht diese (220) durch" den Höhenpunkt 
des Tangentendreiecks: 

Der Hohenpimkt jedes Tangentendreiecks der Parabel liegt 
auf der Leitlinie, 

222. PP^P^P^P^^P^ seien die sechs Ecken eines vollstän- 
digen Vierseits. Um die Dreiecke PPiP^ und PgPgP^ beschreibe 

man Kreise, die sich noch in 
B schneiden, dann ist 

^ PBP^ = 2R^a, 

P^BP^ = 2JB — /S 

^PBP^ = ^PBP,+ 

P^BP^ = 2R-^a + y== 

2R — (a-y) = 2i? - d, 

also ist PBP^P^ ein Kreis- 
viereck und in gleicher Weise 
läfst sich zeigen, dafs auch 
P3J5P1P5 ein Kreisviereck 
^*^- '^*- ist. Beschreibt man daher 

um die Dreiecke PP4P5 und P^P^P^ Kreise, so schneiden 

«sich diese auch in B, also: 

Beschreibt man um die vier Dreiecke, in welchen sich vier 
Gerade schneiden, Kreise, so treffen sie sich in einem Punkte. 

223. Fällt man aus B Senkrechte auf die vier Seiten des 
Vierseits, so müssen ihre Pufspunkte wegen 218. auf einer 6e- 
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raden und die Gegenpunkte von B in Bezug auf die vier 
Seiten wegen 220. auf einer anderen Geraden liegen. Auf dieser 
liegen auch die Höhenpunkte der vier Dreiecke, welche die 
vier Geraden bilden: 

Die Höhenpunkte der vier Dreiecke, welche von viep* Geraden 
gebildet werden, liegen in einer Geraden, 

224. Aus 218, 222, 223 folgt: 

Vier Tangenten bestimmen eifie Parabel. 

225. Läfst man die beiden Tangenten P1P3 und P5P3 zu- 
sammenfallen, so wird Pg der Berührungspunkt; die Kreise durch 

P1P5P3 und P2P4P3 gehen in 
diejenigen Kreise durch P3 über, 
welche PP^ in P^ und PP^ in 
Pg berühren. 

Die Kreise durch PPiPg 
und PjPPg, welcher letztere 
PP^ in Pi berührt, schneiden 
sich noch in B, dann ist 

■^CP,P,.= P,BP,. 

Als Aufsenwinkel ist 

^ CP,P, = P,PP, + PP,P, = P,BP, + DP,P,, 

also P,BP, + DP,P, = P,BP, = P,BP, + P,BP, 

und DP^P^^P^BP^. 

Folglich geht der Kreis, welcher durch P3 gelegt wird und 
PD in P2 berührt, auch durch B, Daraus aber folgt: 

Drei Tangenten und der Berührungspunkt auf einer be- 
stimmen eine Parabel. 

226. Es mögen im Vierseit PP^P^P^P^P^ (Fig. 73) die 
beiden Paare von Gegenseiten zusammenfallen; es sind dann 
(Fig. 75) PP^ und PP2 zwei Tangenten mit den Berührungs- 
punkten Pi und Pg. Durch Pj lege man einen Kreis, der 
PP^ in P berührt und durch Pg einen anderen, der PP^ in 
P berührt; beide schneiden sich in B. Dann ist nach einem 
bekannten Kreissatze 

^ « = «1 = «2 = «3J y = n» ß = ßi' 




Fig. 74. 
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Macht man Sehne PC = PD == PD = PB, so ist -^ /? = (},, 
y = ysj. Da ^ «1 + ^j + yj = 2Ä = «3 + /Ji + y, so ist 

^ n = y = y» 

und 

Zieht man BE | P^D und 
fällt BFXPP,,BG± PP,, 
so kann man £ als Brenn- 
punkt, BE als Axe, FG 
als Scheiteltangente einer 
Parabel ansehen, welche in 
Pj und Pg die Geraden PPj 
und PPjj berührt. Somit 
Fig. 75. folgt: 

Zwei Tangenten und ihre Berührungspunkte bestimmen eine 
Parabel. 

227. Die Schnittpunkte einer Geraden mit der Parabel 

Eine Parabel sei gegeben durch den Brennpunkt B und 
die Leitlinie Z; sie werde von einer Geraden ^r geschnitten. Man 

beschreibe um die Punkte 
von g mit ihren Entfernun- 
gen von B Kreise; diese 
bilden ein Büschel, denn sie 
treflFen sich noch in dem 
Gegenpunkte B^ von B in 
Bezug auf g. Unter ihn^n 
giebt es zwei, mit den Mit- 
telpunkten Pund Qy welche 
l in Pj und Q^ berühren. 
Da PP, ± l, QQ, X h 
PP, = PB, QQ, = QB, 
so sind P und Q die Schnitt- 
punkte von g mit der Para- 
bel. — Die Parabel Imt also 
höchstens zwei Schnittpunkte 
mit einer Geraden gemein, 

228, Die Gerade BB^ steht auf g senkrecht, sie schneide l in 




Fig. 76. 
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Siy dann ist Pj/Si == Q^S^, denn die gemeinschafkliche Sehne 
zweier Kreise, Potenzlinie, halbiert das zwischen den Berüh- 
rungspunkten liegende Stück einer gemeinschaftlichen Tangente 
(28). Zieht man durch 8^ die Parallele S^R^ zu PPi, so ist 
auch PjBi = QB^. Jede zu PQ parallele Parabelsehne wird, 
da die Richtung von JBB^ ungeändert bleibt, auch durch S^Bi 
halbiert. Ist 8 der Schnittpunkt von 8iBj^ mit der Parabel, 
so nennt man die Richtung derjenigen Parabelsehnen, welche 
durch den Durchmesser 8^8 von 8 halbiert werden, zu diesem 
Durchmesser konjugiert. In einem Satze: 

Die HdßnerungspufJcte dller parallelen Parabelsehnen liegen 
auf einem Durchmesser y dem konjugierten Durchmesser. 

229. In P und Q ziehe man die Tangenten, die sich in B 
schneiden, dann sind PB und Q 22 die Mittelsenkrechten von 
JBPi und BQi, also BB = BPj^ = BQ^ und daher EÄiJLPiöi; 
mithin liegt B auf der Geraden 88x1 

a. Die Tangenten in den Endpunkten einer 8ehne schneiden 
sich auf dem zur letzteren konjugierten Durchmesser. 

Zieht man demnach in 8 die Tangente und schneidet sie mit 
BP und BQ m P2 und Q^, so liegen Pg und Q^ auf den zu 
BP und BQ konjugierten Durchmessern, welche die Sehnen 
P8 und Q8 und daher auch PB und QB halbieren, folglich ist 

P^QA\^Q und B8 = B,8: 

b. Dte Tangente in einem Parabelpunkte ist den zu seinem 
Durchmesser konjugierten 8ehnen parallel. 

c. Die 8trecke eines Durchmessers zwischen einem seiner 
Punkte und dessen Berührungssehne vnrd durch die Parabel halbiert. 

230. Die Polareigenschaften. 

Die Bezeichnungen der vorigen Nummer werden festge- Fig. 77. 
halten. Durch B ziehe man eine beliebige Gerade Ä, welche 
die Parabel in M und N und die Berührungssehne PQ in E 
schneidet. Der Schnittpunkt von h mit der Tangente in 8 
sei D. Die Projektionen von DEMN auf die Leitlinie seien 
D^E^M^N^. 

Die Tangente D8 ist die Mittelsenkrechte von JB5i, also 
ist DB = D8x. Da B8 == Bx8 und 8D || PQ, so ist auch 
BD = DE und D/Sj == DE^. Es läfst sich also um D ein 

MiiiiNOWBKi , Kegelschnitte. 9 
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Kreis beschreiben, welcher durch BE^Si und den Gegenpunkt 
B' von B bezüglich h geht. Die Kreise um M mit MB und 
um N mit NB berühren die Leitlinie l in M^ und N^ und 




Fig. 77. 



schneiden sich auch in. J5', also ist, wenn BB' die Leitlinie 
in F triflPt, 

FB.FS = FS, . FE, = FM,^ = FN,% 
es sind also M,NiSiE, und daher auch JSf^JR^ harmonisch: 
a. JeJß Parahelsehne wird durch einen ihrer Punkte und 
seine Berührungssehne harmonisch geteilt — Die Berührungssehne 
heifst die Polare des Punktes,^) 



*) Der Beweis dieses Satzes ist dem Schriftchen von Simon „Die 
Kegelschnitte behandelt für die ßepetition der Gymnasial-Prima'* ent- 
nommen. 
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Zieht man durch M. und "N zu J5J?i, die parallelen 
Parabelsehnen MM! und "NU' und durch JB die Parallele 
JBir so sind die Geraden UiT, EE\ MM\ NN' harmo- 
nisch und da RM'E' N' auf einer Geraden liegen, so müssen 
sich M'N und MN' in R^ schneiden. Daher werden die 
Parabelsehnen MN' und M'N durch ü^ und ER harmonisch 
geteilt. Da M und N beliebig waren, so gilt allgemein 
der Satz: 

b. Alle durch einen imierhälh der Parabel liegenden Punkt 
gelegten Sehnen werden durch diesen und eine Gerade, seine Polare, 
harmonisch geteilt Diese ist Tconjugiert m dem durch den Punkt 
gehenden Durchmesser. 

231. Quadratur der Parabel. 

In den Punkten Ä und B der Parabel seien die Tangenten 
gezogen, sie mögen sich in G schneiden. Durch C ziehe man 

die Parallele zur Axe, welche 
die Berührungssehne in D, die 
Parabel in E schneiden mag, 
dann ist nach dem letzten Satze 

CE=DE 

weil der unendlich grofse Durch- 
messer in C und D harmonisch 
geteilt wird. Die Tangente in 
E mufs durch den im Unend- 
lichen liegenden Pol des Durch- 
messers CD gehen, also ist 

FG II AB. 

Daher ist, wenn man 

Dreieck ABC=A setzt, 
CFG = iA 

Die beiden Dreiecke AEG und BEF sind gleich | A. Schnei- 
det man die Parabel mit den Durchmessern durch F und G 
in H und J", und zieht durch diese Punkte Tangenten, so 
schneiden sie von den Dreiecken AEG und BEF je ein 
Viertel, also zusammen ^ A ab. 

Fährt man so fort, so zerteilt man das von den Tangen- 
ten AC und BC und der Parabel gebildete Segment in 

9* 




Fig. 77 a. 



132 



§ 18. Die Parabel. 




Fig. 77 b. 



folglich ist das von der Berührungssehne und der Parabel be- 
grenzte Segment gleich f A : 

Jedes Farahdsegmewt beträgt zwei Drittel desjenigen Dreiecks, 

welches die Sehne mit den Tangenten in den Endpunkten Uldä. 

Es sei ABC ein beliebiges der Parabel eingeschriebenes 

Dreieck; die Tangenten durch seine 
Ecken schneiden sich in Punkten 
A^Bj^Ci. — Wenn man von dem 
Tangentenwinkelsegmente ABCi 
die beiden Tangentenwinkelsegmente 
ACBi und BGA^ abzieht, so behält 
man das Tangentendreieck A^B^C^. 
Da die genannten drei Segmente 
die Hälften der Parabelsegmente 
{AB), {AC), (BC) sind und die 
Differenz zwischen dem ersten und 
der Summe der beiden anderen das 
Dreieck ABC ist, so ist Dreieck 
A^B^C^^^ABC, also: 
Das von drei Tangenten gebildete Dreieck ist halb so grofs 
als das Dreieck ihrer Berührungssehnen. 

Um den Inhalt eines 
Parabelsektors BD JE, des- 
sen Scheitel B der Brenn- 
punkt ist, zu bestimmen, 
denke man sich denselben 
in unendlich kleine Drei- 
ecke zerlegt, die sämtlich 
eine Ecke in B haben. 
Es sei GS ein unendlich 
kleiner Parabelbogen, so 
dafs er mit seiner Tan- 
gente zusammentut und 
D seine Mitte ist. Fällt 
man GG^ und HSi senk- 
recht auf die Leitlinie, so 
ist BH=HHi, BG = 




Fig. 77 c. 
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GG^; femer ist die Tangente in D die Mittelsenkrechte von 
BD^f wenn DDj senkrecht auf der Leitlinie steht^ also ist 

Trapez GG^H^H = GH^ . DD^ = GH. D^F 

Dreieck BGH = ^ GH . BF 

daher Trapez GGy^H^H =2 BGH. 

Daraus aber folgt: 

Sektor BBE = \ Trapez BB^E^E. 

Also: Jeder von einem Parabelbogen und zwei BrennstraJUen he- 
grenzte Sektor ist halb so grofs wie das Trapez, welches von dem 
Parabelbogen, den aus seinen Endpunkten auf die Leitlinie ge- 
fällten Senkrechten und der Leitlinie begrenzt wird. 



§ 19. 

Ellipse und Hyperbel. 

232. In gleicher Weise wie vorher die Parabel lassen 
sich Ellipse und Hyperbel erzeugen als geometrischer Ort eines 
Punktes, dessen Abstände von einem festen Punkte, Brenn- 
punkte, und einem festen Kreise, Leitkreise, einander gleich sind. 




Flg. 78. 
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Es sei B ein fester Punkt und K' um B' ein fester Kreis 
mit dem Radius 2a. Man ziehe durch B und B' den Durch- 
messer CG', halbiere BC in Ä ui|d BC in A\ so sind Ä 
und J.' gleichweit von B und dem Kreise entfernt^ also Punkte 
des Ortes. 

Andere Punkte und gleichzeitig ihre Tangenten findet man 
durch folgende Konstruktion. Man verbinde B und B' mit 
einem beliebigen Punkte JB' von K', zeichne über AA' als 
Durchmesser einen Kreis M, welcher Scheitelhreis genannt 
wird und errichte im Schnittpunkte D von BE' mit dem 
Scheitelkreise die Senkrechte d, so ist sie eine Tangente des 
Ortes und ihr Schnittpunkt E mit B^E' ist ein Punkt desselben. 
Um das erste zu beweisen , zeige man, dafs -es auTser E auf 
d keinen Punkt des Ortes giebt. Ist X ein beliebiger Punkt 
von d, so ist XB = XE' > XF, wenn Y der Durchschnitt 
von B'X mit K' ist. Also ist d eine Tangente. Da aber 
EB = EE' so ist E ein Punkt des Ortes. Dieser Ort heifst 
Ellipse oder Hyperbel; je nachdem B innerhalb oder aufser- 
halb des Kreises E' liegi 

Die Tangente d schneide den Scheitelkreis M noch in D^, 
dann ist aus Symmetriegründen SD^±.d. Verlängert man 
BE und SDi bis zum Durchschnitte in E^^ dann ist wegen 
Gleichheit der Winkel aßyS die Strecke S E^ in B^ halbiert 
und EB> = EE^, also auch 

BEy^ = BE = 2a. 

Beschreibt man denmach um B einen Kreis K mit dem 
Radius 2aj so kann man denselben Ort auch mittelst des festen 
Punktes Bf und des festen Kreises K erzeugen. Deshalb ist 
S der zweite Brennpunkt, K der zweite Leitkreis. 

Weil ^ /3 c= a = y^ so folgt: 

a. lede Tangente einer Ellipse oder Hyperbel bildet mit den 
Brennpunktsstrahlen nach dem Berührungspunkte gleiche Winkel 

Da BE + B'E = BE = 2a, so schliefst man: 

b. Bei einer Ellipse ist die Summe, bei einer Hyperbel die 
Differenz zweier Brennpunktsstrahlen konstant gleich dem Badius 
des Leitkreises. 

Es stehen BD und ED^ auf der Tangente senkrecht, also: 
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c. Die Fufspunkte aller Senkrechten, die sich von den Brenn- 
punkten auf die Tangenten einer Ellipse oder Hyperbel fällen 
lassen, liegen auf einem Kreise, dem Scheitelkreise. 

233. Eine zweite Tangente f schneide d in fl"; sie schneide 
den Scheitelkreis MinF, dann ist ^ BFH= 90^ Da auch 
BDH = 90«, so sind D und F die Schnittpunkte des Scheitel- 
kreises mit dem über BH als Durchmesser konstruierten 
Kreise. Darin liegt aber die Konstruktion der Tangenten von 
einem Punkte H an eine Ellipse oder Hyperbel. 

^. Da BD = DE\ BF = FG', 

so ist HE' = HB = HG' 

Ferner ist B'E' = HG' = 2a, 

also sind die Dreiecke HE' G' und B^ E'G' gleichschenklig und 

4:EHH:=G'B'H. 

E und G sind aber die Berührungspunkte der Tangenten 
EH und GH, also gilt der Satz: 

Verbindet man einen Brennpunkt mit den Berührungspunkten 
und dem Schnittpunkte zweier Tangenten, so halbiert die letzte 
Verbindungslinie den von den beiden ersten gebildeten Winkel, 

234. Eine beliebige Tangente schneide die beiden festen 




Fig. 79. 



Tangenten HE und HG in C und D, dann ist nach dem 
vorigen Satze <^ a = ft y == d, also /3 + y = ^EBG: 
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Die Strecke einer beweglichen Tangente zwischen zwei festen 
Tangenten erscheint jedem Brennpunkte unter konstantem WinM. 

Nimmt man den Punkt H auf der Nebenaxe und die 
Tangente FK parallel der Hauptaxe, so ist ^FBK = FBK, 
also liegen jBJS'jPä' auf einem Kreise. Da aber ^ FBK= CBDj 
^FB'K^CB'D, so ist auch ^CBB = CBB und es 
liegen auch BB'CB j.uf einem Kreise: 

Bie Punkte, in denen eine bewegliche Tangente zwei feste 
Tangenten trifft, die sich auf der Nebenaxe schneiden, liegen mit 
den Brennpunkten auf einem Kreise. 

Aus diesem Satze ergiebt sich eine einfache Konstruktion 
des Kegelschnittes aus seinen Tangenten. Man beschreibe um 
die Punkte der Mittelsenkrechten zweier Punkte BB^ Kreise, 
welche durch diese Punkte hindurchgehen und schneide mit 
ihnen zwei zur Mittelsenkrechten symmetrisch liegende Gerade. 
Dann sind die Verbindungsgeraden der vier Schnittpunkte, 
welche sich auf der Mittelsenkrechten schneiden, Tangenten 
ei^es Kegelschnittes. 

235. Konstruktion der Schnittpunkte einer Geraden. 

• Um die Schnittpunkte einer Geraden g mit dem Kegel- 
schnitte zu konstruieren, denke man sich um die Punkte von ^ 
mit ihren Abständen von B Kreise beschrieben. Diese treffen 
sich noch im Gegenpunkte von B bezüglich g und bilden da- 
her ein Büschel. Unter ihnen giebt es also zwei, welche den 
Leitkreis von B berühren; ihre Mittelpunkte sind die beiden 
Punkte, in denen g den Kegelschnitt schneidet. 

236. Konstruktion der Schnittpunkte confocaler Kegelschnitte. 

Zwei Kegelschnitte K und K' , welche einen Brennpunkt 
B gemein haben, heifsen confocal. Sind B^ und JB/ die an- 
deren Brennpunkte, 2 a und 2 a die Hauptaxen, so beschreibe 
man mit diesen um B^ und Bj' die Leitkreise von B und kon- 
struiere diejenigen Kreise, welche die letzteren berühren und 
durch B gehen. Ihre Mittelpunkte sind die gesuchten Schnitt- 
punkte. 

Ist einer der Kegelschnitte eine Parabel, so geht der 
Leitkreis in die Leitlinie über, *die Konstruktion bleibt uu- 
geändert. 
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In gleicher Weise yerföhrt man, wenn die Kegelschnitte 
biconfocal sind, also beide Brennpunkte gemein haben. 

Wenn im letzten Falle 8 ein Schnittpunkt zweier Kegel- 
schnitte mit den Brennpunkten B und JB^ ist, so halbieren 
die Tangenten die von den Brennpunktsstrahlen gebildeten 
Winkel und stehen also auf einander senkrecht, die Kegel- 
schnitte schneiden sich also rechtmnklig. 

Wenn zwei hiconfocale Kegelschnitte sich schneiden^ so hüden 
sie rechte WinJceL 

237. In den Kreisvierecken \ffjB2)jP und HffD^F^ ist 

<^ BHB = BFB und ^ B'HF, = B'B.F, 

Verlängert man B^B^ und F^B' bis zum Durchschnitt 
mit dem Scheitelkreise in -Dg und JFg, so ist 

B'B^ = BB, SF^ = BF, also A JS'A^^i ^ BBF 

und ^B^F^B^ = BFB. 

Im Kreisviereck B^F^F^B^ ist <^ SF^B^ = B^B^F^, also 

^ BHB = B'HF^, 

d. h. die Tangenten eines Punktes bilden mit seinen Brennpunkts- 
strahlen gleiche Winkel, 

238. Wenn die Tangenten HB und HF auf einanderFi8-80u.8o». 
senkrecht stehen, so stehen auch BB und BF auf einander 




Fig. 80. 

senkrecht und der Punkt JET liegt auf der Hypotenuse E' Q' 
und es ist KH= G'H=BH und ^ B'HE' = 90«, 
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Also :B^H^ + BIP = B^m + G'IP = Aa\ 

Aber 2HM'' + 2BJiP = BIP + B'IP = 4a«, 

also fi-M« = 2a« - BM^, 

d. h. JEf Jf ist konstant und der Ort für H ist ein Kreis. 

Die Schnittpunkte aller rechttvinJcligen Tangentenpaare liegen 
auf einem Kreise, Cf. 199, 200. 

239. Liegt der Brenn- 
punkt B aufserhalb des Leit- 
kreises B", also auch aufser- 
halb des Scheitelkreises Jf, 
so wird der Ort eine Hyper- 
bel. In diesem Falle giebt 
es nicht immer zwei senk- 
rechte Gerade durch 5, die 
beide den Scheitelkreis schnei- 
den, natürlich dann auch keine 
rechtwinkligen Tangenten. 
Der Grenzpunkt für B wird 
derjenige Punkt sein, von 
dem aus sich rechtwinklige 
Tangenten an den Scheitel- 
kreis ziehen lassen. 

240. Die Asymptoten. 

Wenn die Brennpunkte aufserhalb des Scheitelkreises lie- 
gen, so lassen sich von ihnen an denselben Tangenten BG 

und JBCi, ziehen; verbindet 
man die Berührungspunkte 
C und Ci mit Jf, so stehen 
die Radien CM und CiM 
auf CB und G^B senk- 
recht und sind deshalb 
Tangenten der Hyperbel 
aus ihrem Mittelpunkte iL 
Sie heifsen die Asymptoten 
der Hyperbel. Um den 
Berührungspunkt aufJlfC 
zu finden, verlängere man BC über C hinaus um sich selbst 




Fig. 80». 




Fig. 81. 
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bis E und verbinde ^ mit E. Die Gerade B^ E ist aber 
parallel zu MC\ der Schnittpunkt von MG und B'E ist aber 
der Berührungspunkt yonMC\ dieser liegt daher im Unendlichen. 
Die Tangenten der Hyperbel aus ihrem Mittelpunkte heißest 
Asymptoten; ihre Berührungspunkte liegen im Unendlicheii, 

241. Die Asymptoten begrenzen auf jeder Tangente ein 
Stück, welches jedem Brennpunkte unter einem bestimmten 
Winkel erscheint (234); die Tangente DD^ im Scheitel A 
der Hyperbel erscheint daher jedem Brennpunkte unter dem- 
selben Winkel, wie irgend eine andere Tangente. Da ^ BAD 
= BCD = 90^, so liegen die vier Punkte AB CD auf einen 
Kreist und es ist 

MA . MB = MC 'MD, also MB = MD und AB = CD, 

folglich A ABD f- BCD und BC = AD. 

Also AD^ = BC^ = BA - BÄ = BA - AB" 

und deshalb 

'^BDB' = BD,B' ==90^, 

BB^DDi ein Kreis viereck und 

^ DBD^ + DBD^ = 180^, 

d. h. a. Die von den Asymptoten begrenzte Strecke irgend einer 
Tangente erscheint beiden Brennpunkten unter einer Winkelmmme 
von 180^, oder 

b. Die SchniUptmkte irgend einer Tangente mit den Asymp- 
toten und die beiden Brennpunkte liegen auf einem Kreise. 

c. Die von den Asymptoten auf der Scheiteltangente begrenzte 
Strecke ist doppelt so grofs, wie die Tangente von einem Brenn- 
punkte an den Scheitelkreis. 

242. Die Asymptoten begrenzen auf einer Tangente die Fig. 82. 
Strecke (7D; es liegen also die Punkte CDBB' auf einem 
Kreise. Da MD = MD^ ist, so folgt: 

MC MD == MC 'MD, = MB^, 

d. h. a. Jede Tangente begrenzt auf den Asymptoten Strecken von 
konstantem Produkte. 

Weil aber zwei Dreiecke mit demselben Winkel sich wie 
die Produkte der einschlief senden Seiten verhalten, so läfst 
sich dem vorigen Satze auch folgende Fassung geben: 
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b. Die Hyperpeltangenten begrenzen mit den Asymptoten 
Breiecke von konstantem Inhalt. 

Die letzten Sätze lassen sich umkehren. Beschreibt man 

einen beliebigen Kreis, wel- 
cher die Asymptoten in zwei 
Punkten C und D schneidet, 
so mufs CD eine Tangente 
der Hyperbel sein. Denn die 
Tangente, welche sich von 
einem Punkte C einer Asymp- 
tote an die Hyperbel noch 
ziehen läfst, mufs die ändere 
Asymptote in einem Punkte 
schneiden, der mit C und den 
Brennpunkten auf einem 
Kreise liegt. 

Begrenzt ferner eine Gerade 
iHg. 82. CD mit den Asymptoten ein 

Dreieck von dem konstanten Flächeninhalte, welches jede Tan- 
gente begrenzt, so mufs sie aus gleichen Gründen wie vorher 
auch eine Tangente sein. Man hat also die^ Sätze: 

c. Wählt man auf der Halbieningslinie zweier Scheitel- 
winkel zwei vom Scheitel gleichweit entfernte Punkte, so sdineiden 
alle durch dieselben gelegten Kreise die Schenkel eines jeden der 
beiden Winkel in zwei Funkten, deren Verbindungslinien Tan- 
genten einer Hyperbel sind, welcJie die beiden Punkte zu Brenn- 
punkten und die Schenkel der Winkel zu Asymptoten hat 

d. Alle Geraden, welche mit zwei festen Geraden Dreiecke 
von konstantem FlächeninJialte begrenzen, die in einem von den 
beiden Geraden gebildeten Winkel oder seinem Scheitelmnkel liegen, 
sind Tangenten einer Hyperbel, welche die festen Geraden m 
Asymptoten hat 

243. Die Gerade CD begrenze mit den festen Geraden 
a und «1 ein Dreieck MCD von dem konstanten Inhalte /. 
Es sei G der Halbierungspunkt von CD und es soll unter- 
sucht werden, ob sich durch G noch eine zweite Gerade ziehen 
läfst, welche mit a und a^ ein Dreieck von demselben Flächen- 
inhalte begrenzt. Wäre EF eine solche Gerade, so wäre auch 
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A CEG = DFG 

und weil sich verhält 

A CEG : DFG ^CG-EG: DGFG, 

so müfste EG = FG 

sein. Durch einen Punkt läfst sich aber zwischen zwei Ge- 

^ rade nur eine Strecke so legen, dafs 
sie in jenem Punkte halbiert wird, 
also ist die letzte Gleichung un- 
möglich. Von dem Halbierungs- 
punkte G der Geraden CD, die man 
nach dem letzten Satze als eine 
Hyperbeltangente betrachten kann, 
^^^- ^^- läfst sich also keine andere Tan- 

gente ziehen, also liegt G auf der Hyperbel. Daraus folgert 
sich der Satz: 

Die Strecke einer Tangente fleischen den Asymptoten wird 
durch den Berührungspunkt halbiert. 

Dieser Satz läfst sich auch auf folgende Art beweisen: 
Fig. 82. 

Die Punkte CD, in welchen eine Tangente die beiden 
Asymptoten schneidet, liegen mit den Brennpunkten BB" auf 
einem Kreise 0. Die Gerade OM treffe CD in F, dann sind ^ 
die vier Strahlen in M harmonisch (6e.) also auch die 
Punkte CDEF, und daher die Strahlen JB' {FECD). Diese 
treffen den Kreis in B'BCD. Zieht man BG \\ CD und 

macht CH^= BD, so sind CD durch GH ebenso wie durch 
BB" harmonisch getrennt, also sind B^(CDHG) harmonische 
Strahlen und da EG ICD ist, so ist (6 a.) CJ = DJ. 
Da auch wegen Gleichheit der Bogen CH und BD die Sehne 
BH II CD ist und BJ durch G geht, so ist BJ == HJ, 
EJ= GJ. 

Durch dTkann daher keine andere Hyperbeltangente gehen, 
weil sonst der Kreis, der durch ihre Schnittpunkte mit den 
Asymptoten und durch die Brennpunkte sich legen läfst, auch 
durch H gehen müfste. Also ist der Halbierungspunkt J ein 
Hyperbelpunkt. 

244. Beide Beweise, von denen der erste dem ersten 
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Teile der Steinerschen Vorlesungen, herausgegeben von Geiser, 
entnommen ist, sind indirekt und begründen den Satz nicht 
unmittelbar genug aus der Erzeugung der Hyperbel. Dies 
thut in ausreichendem Mafse der folgende Beweis. 

Es sei M der Scheitelkreis, B und S seien die Brenn- 
punkte, BE eine beliebige Gerade, CD ±BE, EF=BE. 
Sind H und J die Schnittpunkte der Asymptoten mit dem 
Kreise M, so ist HJ die Polare von B bezüglich M und 
BKEE^ sind harmonisch, also auch die Strahlen N{EE^ BE). 
Diese schneiden den Durchmesser E^E^ in E^E^M und also 




Fig. 84. 

noch im Unendlichen, daher ist NK\ Ey^E^. Die harmonischen 
Strahlen M(EE^BK) schneiden CD in den harmonischen 
Punkten EE^NG\ diese vier harmonischen Punkte haben mit 
EE^KB den Punkt E gemein, also schneiden sich E^E^y NK 
und BG in einem Punkte; da NK\\ E^E^y so mufs auch BG 
beiden Geraden parallel sein. Zieht man ME bis Z, so mufs 
BL = LG und ML || BG sein. Da aber BE = EF und 
deshalb ME || B* F ist, ME aber mit ML zusammenfällt, so 
mufs auch B'G mit B^F zusammenfallen, also ist G ein 
Hyperbelpunkt. — Errichtet man in E die Tangente jBO, so 
sind JHKO harmonisch; ist der Pol von EE^y daher ist 
MO JL EE^ und MO || CD. Die harmonischen Strahlen 
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M{JHKO) treflfen CB in CBG und im Unendlichen, daher 
ist CG = DG. 

245. Die Asymptoten begrenzen auf zwei Tangenten die 
Strecken CD und GiD^, dann ist nach (242) 
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MG' MD = MG^ . MD^ oder MG: MG, = MD^ : Jf2), 
also A MGG, ~ Jf D A iind GG, || DA 

Sind JS und E, die Mitten von GD und CiDi, so ist auch 
EU, II CCj und wie sich leicht ergiebt 

Die Hyperbel und ihre Asymptoten begrenzen auf jeder 
Sekante der ersteren gleiche Strecken, 

Von diesem Satze ist der vorige nur ein spezieller Fall. 
Beide sollen später aus einem allgemeineren Gesichtspunkte 
abgeleitet werden. ' 

246. Die Leitlinien. 

Um die Abhängigkeit der geometrischen Sätze anschau- 
lich zu erkennen, ist es vorteilhaft, die eine Erzeugungsart 
auf die andere zurückzuführen. Dieselbe Konstruktion, welche 
zu dem Satze geführt hat, dafs der Berührungspunkt einer 
Hyperbeltangente die zwischen den Asymptoten liegende 
Strecke derselben halbiert, läfst sich benutzen, um die Be- 
ziehungen zwischen Brennpunkt und Leitlinie herzustellen und 
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schafiTt so eine Verbindung zwischen scheinbar entfernt liegen- 
den geometrischen Sätzen. 

Es sei wieder M der Scheitelkreis, es seien B und B' die 
Brennpunkte, l die Polare von B in Bezug auf den Scheitel- 
kreis My welche Leitlinie heifst und EE^ irgend eine Sehne 
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durch B. Man ziehe den Durchmesser -Ej-Eg, verbinde E 
mit jEg, mache EF=EB. Die Punkte EE^BK sind har- 
monisch, also auch die Strahlen N{EE^BK) und daher auch 
E^E^M und Pop auf E^E^, d. h. J\r^|| E^E^. Die harmoni- 
schen Strahlen M{EE^BE) treflfen EE^ in den harmonischen 
Punkten EE^NG-^ also müssen sich E^E^y NK und 6rJ5 in 
. einem Punkte schneiden. Da E^E^ || NKy so ist auch GB zu 
beiden Geraden parallel. Daher ist auch 

BL = LG und ML || BG, 
Aber auch BE = EF und ME \ B'F, 

also liegen B! FG in einer Geraden. Der Punkt G ist daher 
ein Punkt der Ellipse oder Hyperbel. 

Man findet daher Punkte dieser Kegelschnitte durch die 
folgende Konstruktion, welche gleichmäfsig den Scheitelkreis^ 
den Brennpunkt und die Leitlinie berücksichtigt. Durch den 
Brennpunkt B ziehe man eine Sehne EE^^y welche die Leit- 
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linie l in K schneidet^ ziehe den Durchmesser ^^1-^2; ^^t^^ ^i^ 
Sehne EE2 und schneide letztere mit MK in G, so ist O ein 
Punkt des Kegelschnittes. 

Der Durchmesser E^JE^ treffe l in 0; es seien E^E^OF 
harmonisch. Da auch E^EKB harmonisch sind, so müssen 
sich EE^j BP, KO in einem Punkte J treffen. Die Gerade 
JP ist die Polare von 0, denn sie geht durch den Pol E von l 
und teilt mit den Durchmesser E^E^ harmonisch. Sie steht 
also auf diesem senkrecht. .(12.) Da BG\ E^E^ ist, so ist 
auch <^e7"BG = 90«. 

Symmetrisch zu l in Bezug auf M konstruiert man die 
zweite Leitlinie V und verlängere JG, bis sie dieselbe in eT 
trifft, dann ist auch ^J'B'G = 90« und da ^ JGB^J'GB', 
(237) so ist A JGB r^J'GS und es verhält sich 

BG:B'G = JG: J'G = HG : E'G, . 

wenn HH' JL l Daher auch 

BG + BG:HG + H'G = BG:HG 

oder BG:HG = 2a:CC\ 

d. h. Die Entfernungen eines Kegdschnittpwnktes von einem 
Brennpunkte und seiner Leitlinie stehen im konstanten Verhält- 
nisse der Hauptaoce 0um Abstände der Leitlinie. 

247. Die Erzeugung des Kegelschnittes durch Brennpunkt 
und Leitlinie. 

Gegeben sei ein fester Punkt B und eine feste Gerade L 
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Es soll der Ort eines Punktes gesucht werden, dessen Ab- 
stände Yon B und l das konstante Verhältnis ft haben. Man 
konstruiere auf der Senkrechten BC die Punkte Ä und Ä^ so, 
dafs AB : äC = Ä^B : Ä^C = fi] diese Punkte gehören dem 
Orte an, sie heifsen die Scheitel, AA^ heifst die Hauptaxe, die 
Mittelsenkrechte m von AA^ die Nebenaxe, Sind BB^ sowie 
llj^ symmetrisch zu M, so heifsen die Punkte BB^^ die Brenn- 
punkte, die Geraden U^ die Leitlmien des Ortes; dieser selbst 
heifst ein Kegelschnitt. 

Um Punkte desselben zu konstruieren, ziehe man durch 
Brennpunkt B beliebig eine Gerade JBD, errichte in J. und 
A^ Senkrechte, welche jene in E und JE^ schneiden, und be- 
schreibe um N mit NE einen Kreis, welcher die Parallele 
durch D zur Hauptaxe in F und ^Fj schneiden mag, dann ge- 
hören diese ^Schnittpunkte dem Kegelschnitte an, denn FB :FD 
= EB : ED = AB : AC (7). In gleicher Weise konstruiere 
man die Kegelschnittpunkte K und JE^. — Da, N auf der 
Mittelsenkrechten m liegt, so sind F und jP^ symmetrisch zur 
Nebenaxe: 

Der- Kegelschnitt liegt symmetrisch mr Hauptaoce uni 
Nebenaxe, 

248. Aus den Proportionen FB :FD = K^B : K^G ^\i 
folgt FB : K^B = FD : K^G = FL : K^L also halbiert 
BL den Nebenwinkel von FBK^ (6 c,). Errichtet man 
BL^ JL BL, so halbiert BL^ den Winkel FBK^, B{FK^LL^ 
sind harmonische Strahlen (6e.) und FK^LL^ harmonische 
Punkte. Nennt man die Senkrechte BL^ die Polare von i, 
so folgt: 

a. Jede Sehne eines Kegelschnittes tmd durch ihren Schnitt- 
punkt mit der Leitlinie und seine Polare harmonisch geteilt 

b. Jede Sehne durch den Brennpunkt wird durch diesen 
und seine Leitlinie harmonisch geteilt; die Leitlinie heifst die 
Polare ihres Brennpunktes und dieser der Pol jener. 

249. Läfst man die Sehne FK^ (Fig. 87) L um sich 
drehen bis sie einen der Schnittpunkte Q oder Q^ der Polare 
JBij triflft, so bleibt sie auch in dieser Lage durch letztere 
und L harmonisch geteilt und beide Endpunkte müssen mit 
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Q zusammenfallen (4d); also sind LQ und LQi Tangenten 
in Q und Qj^. 

Ist jP' Jf/ irgend eine andere Lage der Sehne FK^^ durch L, 
so miTssen sich die Sehnenpaare FK^ und F'K^ sowie FF' und 
JK^JäT/ (10) auf QQi schneiden. Wenn F'K^ unendlich nahe 
an FK^ liegt, so gehen die Geraden FF' und K^Kj^ in die 
Tangenten der Punkte F und K^ über. Also: 

a. Die Polare eines Punktes der Leitlinie ist seine Be- 
rührungsseJme. 

b. Die Tangenten in den Endpunkten einer Sehne schneiden 
sich auf der Polare ihres Durchsdmittspunktes mit der Leitlinie'^ 
von keinem Punkte lassen sich mehr als zwei Tangenten an den 
Kegelschnitt ziehen. 

250. Die Sehne FK^ kann keinen weiteren Punkt mit 
dem Kegelschnitte gemein haben; denn wäre X ein solcher^ 
so müfste auch FX durch L und QQ^ harmonisch geteilt 
werden: 

Keine Gerade hat mehr als zwei Punkte mit dem Kegel- 
schnitte gemein. 

251. Die Sehne FK^ wird durch L und seine Polare 
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harmonisch geteilt, also sind B{LQFKj) harmonische Strahlen 
und da BL±BQ, so ist ^FBB^^K^BR: 

Verbindet man einen Brennpunkt mit den Berührungspunkten 
und dem Schnittpunkte zweier Tangenten, so halbiert die letzte 
Verbindungslinie den von den beiden ersten g^Hdeten Winkel, 

10* 
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252. Aus den Proportionen QB:QF= QB^ : QP^ folgt 
QB: QB^ == QP: QP^ = QL : QL^ und da 

^LBQ = L^B^Q = QO\ so ist ABLQ^^B^L^Q und 

^LQB = L,QB, 

also: Jede Tangente bildet mit den BrennpunktsstraMen des Be- 
rührungspunktes gleiche Winkel, 

253. Aus der Proportion QB : QP = QB^ : QP^ folgt 
femer QB + QB^ : QP±QP, = QB : QP. 

In gleicher Weise folgt aus AB : AC = A^B : A^C die 
neue Proportion AB ± A^B : AC + A^C = AB : AC. 

Da QP ± QP^ = PP, = CC,= AC±A,Cuni QB'.QP 
= AB : AGy so ist 

QB ± QB, = AB± A,B = AA,, 

also: Bei einer Ellipse ist die Summe, hei einer Hyperhd die 
Differenz der Brennpunktsstrahlen eines ihrer Punkte gleich der 
Hauptaxe. 

254. Konstruktion der Schnittpunkte einer Geraden und der 
Tangenten eines Punktes. 

Um die Schnittpunkte einer Geraden g mit dem Kegel- 
schnitte zu bestimmen^ schneide man mit ihr die Leitlinien in 
L und ii, verbinde L mit B und L, mit B,, errichte auf den 
Verbindungslinien in B und B, die Senkrechten^ welche g in J 
und J^ treffen, so ist dasjenige Punktpaar, welches LJ und 
L^Ji harmonisch teilt, dasjenige, in welchem g den Kegelschnitt 
trifft. 

In gleicher Weise konstruiert man die Tangenten von 
einem Punkte P. Man ziehe PB und PB,, errichte auf ihnen 
in B und B, die Senkrechten, welche l und l, in L und ^ 
treffen, und konstruiere dasjenige Strahlenpaar, welches PB 
und PLy sowie PB^^ und PL, harmonisch trennt, 

255. Polareigenschaften. 

Eine beliebige Gerade g schneide die Hauptaxe AA, in Q; 
man mache AA^QQ, harmonisch. Wie von einem beliebigen 
Punkte P der Geraden g die Senkrechte PO auf AA,, mache 
AAj^OO, harmonisch, BJR A^BP, dann ist 

A BGB ~ BOP, also CR:CB = BO: PO 

CR:Q,S=0,C:OiQi 
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und aus innen durch Division 1.) 1 : -^r-^ = 7^-7= : ^ , . 

Aus 4c. folgt MÄ^ =« MB - MG ^ MO - MO^ = MQ • Jfcf(2i, 
also MB : Jf = Jf 0^ : MG 

MQ : JfO = Jf Ol : -M ^^ 
hieraus MB — MO : MO^ — MG =- MB: MO^ 
MQ—MO: MO^ —MQ^=MQ : MO^ 
oder OB : O^G = MB : MO, 

OQ:0,Q, ^MQ:MO„ 

folglich auch durch Substitution in I.) 

CB MB PO MQ 



oder 

und endlich 



^' QiS~ MO^ ' QO MO^ 

CB_ _P0 MQ 

Qi8~ QO ' MB 

r. a_QO MB ^ 
QO , MB 



Die Verhältnisse —^ und -g^ sind konstant, also bleibt 

auch Q^S für jeden Punkt P von g konstant. 

Nimmt man statt B und / den anderen Brennpunkt 




. Fig. 89. 

B, und dessen Leitlinie l,, so bleibt doch ^i/Sungeändert, denn 
JlfJBi = MB und G^B, = GB, wenn G, = {ÄÄ,, l,). 

Die Gerade O^JR, die in eindeutiger Weise aus dem Punkte 
P abgeleitet wird, nennt man die Polare von P und P 
ihren Pol. 
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Man konstruiert also die Polare eines Punktes P, indem 
man PO senkreclit auf die Hauptaxe fällt, diese durch 00^ 
harmonisch teilt, darauf P mit dem Brennpunkte B verbindet, 
auf BP in B die Senkrechte errichtet und ihren Durch- 
schnitt R mit der Leitlinie bestimmt; die Gerade O^B ist die 
Polare von P. — Es ist leicht ersichtlich, wie man den Pol P 
von O^JB konstruiert. 

Wenn g durch den Brennpunkt B geht, so fällt Q mit JB, 
Qi mit C, S mit R zusammen, also liegt der Pol jeder Ge- 
raden, die durch einen Brennpunkt gezogen wird, auf der 
Leitlinie. 

Fällt P mit T zusammen, also mit (7, 0^ mit J5, so 
ist BS die Polare von T und mufs wegen der allgemeiBen 
Konstruktion auf TB senkrecht stehen. 

Hieraus aber folgt, dafs g die Polare von S ist und P 
der Pol von 0^8. Somit ist der Hauptsatz der Polarentheorie 
erwiesen: 

DurcMäuft ein Punkt eine Gerade, so dreht sich seine Polare 
um den Pol der Geraden und umgekehrt 

256. Auf g seien PP'P'P"' vier harmonische Punkte, 
dann sind auch ihre Fufspunkte OOCf'O"' und auch 0^0^ 0^' Ol" 
harmonisch. Da B^PPP'P"') harmonische Strahlen sind, 
so sind auch B{RR! R!' R!") harmonisch, denn die letzten vier 
Strahlen stehen auf den ersten senkrecht, imd folglich sind 
auch 8(RRR'R'') harmonisch: 

Die Palaren von vier harm^onischen Punkten sind harmonische 
Strahlen und die Pole von vier harmonischen Strahlen sind har- 
monische Punkte. 

257. Eine Gerade g berühre den Kegelschnitt in P, man 
soll die Polare von P konstruieren. Wenn g die Leitlinie l 
in R schneidet, so ist, wie eben gezeigt, BP die Polare von iJ, 
also mufs die Polare von P durch R gehen. In gleicher 
Weise folgt, dafs diese Polare auch durch R^ geht, wenn man 
in Bi auf PBj^ die Senkrechte errichtet und mit ihr die andere 
Leitlinie l^ in R^ schneidet. Also: 

a. Die Polare eines Kegelschnittpunktes ist die Tangente 
in ihm. 
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ümkehrung: Geht eine Gerade g durch ihren Pol P, so ist 
sie eine Tangente und ihr Pol ein Punkt des Kegelschnittes 




Fig. 90. 

denn schneidet g die Leitlinie in R und R^^ so müssen sich 
die Senkrechten in JB und jB^ auf BP, und B^P^ in P treffen. 

258. Sind PP' die Schnittpunkte einer Geraden g mit 
dem Kegelschnitte, ist Q ein beliebiger Punkt von g^ q seine 
Polare und Qf ihr Schnittpunkt mit g, sind QQ'PX har- 
monische Punkte und qqpx ihre Polaren, so sind auch diese 
harmonische Strahlen. Da q durch Q\ also q durch Q und p 
durch P geht, so mufs auch x durch X gehen und es ist x 
die Tangente in X. Daher mufs X mit P' zusammenfallen 
und es folgt: 

Jede Sehne eines Kegelschnittes wird durch Pol und Polare 
harmonisch geteilt 

259. Ändere Ableitung^ der Polareigenschaften der Ellipse 
und Hyperbel. 

Der Ort eines Punktes, der von einem festen Punkte P, 
dem Brennpunkte, und einem festen Kreise JT, dem Leitkreise 
von Bf gleiche Entfernungen hat, ist eine Ellipse oder 
Hyperbel. Sie heifst K. Sind D und E zwei Punkte von K, 
so berflhren die mit DB und EB um D und E beschriebenen 
Kreise den Leitkreis K' in P' und E\ die mit PP' und PP' 
je in einer Geraden liegen. Diese Punkte P' und P' heifsen, 
die Bilder von P und P; man erhält also das Bild X' eines 
Punktes X von K als Schnittpunkt von B'X mit K^ und den 
Leitkreis K' selbst als Bild von K, 
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Die Tangenten in D und E sLa K sind die Mittelsenk- 
rechten von BI/ und BE'] ihr Schnittpunkt F ist demnach 
von IfE'B gleich weit entfernt und der um F mit FB be- 
schriebene Ereis geht durch D' und E\ Legt man durch JF 
eine beliebige Gerade g^ welche K m G und H schneidet und 
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beschreibt um F, G, H mit FB, GB, HB Kreise, so gehören 
diese einem Büschel an, dessen zweiter Grundpunkt der Gegen- 
punkt B^ von B in Bezug auf g ist. Die Punkte D'E' sind 
aber durch G'H' harmonisch getrennt. Denn die Tangenten 
in G' und H' und die Gerade IXE' schneiden sich in, einem 
Punkte J dem Potenzcentrum der Kreise FGHK' und dem 
Polel von G'H'] es sind also X LU E' harmonische Punkte 
und G'irLD'E') harmonische Strahlen und ffH^VE' har- 
monische Punkte des Kreises K', Dies giebt den Satz: 

a. Zieht man dwch den SchniUpufikt zweier Tangenten eines 
Kegelschnittes eine Sehne so sind die Bilder ihrer Endpunkte durch 
di^enigen der Berilhrting^punJcte harmonisch getrennt. 

Die Tangente in (? an Z" schneide DE in J] zieht man 
von J die zweite Tangente JZ an JST, so sind die Bilder D'E' 
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durch G' Z\ aber auch durch 6r'jEf' harmonisch getrennt, also 
fällt Z' mit H' und Z mit H zusammen: 

b. Zieht man durch den SchniUpunIct zweier Tangenten 
eines Kegelschnitts eine Sehne, so treffen sich die Tangenten ihrer 
EndpunJete auf der Berührungssehne des ersten Punktes. 

260. Wenn man K und K' mit FB"^ in PQ und P'ö' 
schneidet, so sind P^Qf, die Bilder von PQ, durch D'E' har- 
monisch getrennt, also müssen sich die Tangenten in D'JB' 
in einem Punkte F' von FB' schneiden. Dieser Punkt F' 
hdfst das Bild von F, 

Man kann also zu jedem Punkte der Ebene sein Bild 
konstruieren. Ist F ein beliebiger Punkt, so ziehe man an K 
die Tangenten FD und FE, schneide den Leitkreis K' 
mit B" D und B' E in. If und E' und ziehe endlich in diesen 
Punkten die Tangenten an JST, so ist ihr Schnittpunkt JF' das 
Bild von F. 

In G und H denke man sich an K die Tangenten kon- 
strui^, sie mögen sich in J schneiden, dann ist J' das Bild 
von e7; der letztere Punkt liegt auf DE. Man schliefst also : 

Die Bilder aller PunJete, von denen sieh Tangenten an K 
ziehen lassen und die auf einer Geraden l liegen y welche K in 
D und E schneidet, liegen wieder auf einer Geraden Z', welche E! 
in den Büdern D' und E' von D und E schneidet. Man nennt 
^' das Bild von l. 

261. Durch F lege man eine Gerade j9, welche K in 
PQ trifft, schneide K mit JP und JQ in P^ und Q^, so müssen 
FPiQi in einer Geraden liegen. Sind nämlich P'QP^'Q^ die 
Bilder von PQP^Q^, so liegen nach dem letzten Satze die 
Punkte F'P'Q' y J'P'P^, J'Q'Qi je in einer Geraden, also 
müssen auch F'PIQ^ und deshalb FP^Q^ in einer Geraden 

liegen. 

Der Schnittpunkt von PQ^ und QP^ sei J?; man nenne 
B und FJy F und JBJ, J und FB Pol und Polare be- 
züglich K. 

Die Gerade JB schneide PQ in JJ, dann sind FTJPQ 
harmonisch. Hält man PQi fest, läfst aber J die Gerade DE 
durchlaufen, so ändert sich auch jB, aber so, dafs JB stets 
durch TJ geht, daher mufs JB auf der Geraden JTJ liegen. 
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Rückt J nach D oder Ej so thut dies auch Ry also liegt i2 
auf der Geraden DE und ebenso U. Die beliebige Sehne PQ 
wird also durch ^Pund DJ?, durch Pol und Polare, harmonisch 
geteilt. In gleicher Weise folgt, dafs B auch auf GH liegt. 

Die Geraden P'^/ und P/i/ mögen sich in B! schneiden; 
es sind dann B{GHFR) und B'iG'H'F'R) harmonisch. 
Es fallen aber die Strahlenpaare ffG und JB' 6r', S^H und 
SWy B'F und J^F* zusammen, also auch SB und SS. 
Folglich liegen die Punkte SBR in einer Geraden; man 
nennt R das Büd von B. Hierdurch sind atich die innerhalb K 
liegenden Punkte abgebildet j von denen sich Tangenten nicht 
ziehen lassen. 

Hieraus folgt: Liegen auf einer Geraden i, toelche K 
schneidet, vier harmonische Punkte, so sind ihre Bilder auch vier 
harmonische Punkte auf dem Bilde V der Geraden l. 

262. Die Sehnen QPj^ und PQ^ werden durch B und 
FJf wie sich aus den Eigenschaften des vollständigen Yier- 
seits ergiebt, harmonisch geteilt. Da B fest bleibt, als dShnitt- 
punkt von DE und GH, auch wenn P sich ändert, so folgt: 

Jede Sehne von K wird durch einen auf ihr, innerhalb Kj 
liegenden Punkt und seine Polare harmonisch geteilt. 

263. Die Bilder aller Punkte der Geraden FJ müssen 
also auf F'J' liegen; das Bild einer Geraden, welche K nicht 
schneidet, ist somit wieder eine Gerade. 

Ganz allgemein gelten also die Sätze: 

Die Bilder aller Punkte einer Geraden liegen uneder auf 
einer Geraden, dem Bilde der ersten; die Bilder aller Geraden 
durch einen Punkt schneiden sich im Bilde des Punktes; die 
Bilder von vier harmonischen Elementen sind wieder harmonisch 
diejenigen von Pol und Polare au^h Pol und Polare. 

Hieraus folgen für den Kegelschnitt K, sofern man sie 
als bewiesen für den Kreis annimmt, 

1. Die Polareigenschafteft, 

2. Die Sätze von Pascal und Brianchon. 

264. Dritte Ableitung der Polareigenschaften. 

Eine andere einfache Methode zur Ableitung der Polar- 
eigenschaften beruht auf der oben mitgeteilten Konstruktion 
der Tangenten von einem Punkte an einen Kegelschnitt K. 
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(233) Letzterer sei gegeben durch den Scheitelkreis M und 
die Brennpunkte JBJ5'. Man beschreibe über BG als Durch- 
messer einen Kreis y, welcher den Scheitelkreis M in C^C^ 
schneidet; die gemeinschaftliche Sehne G^C^ ist die Potenzlinie 

der Kreise itf und y; 
ihr Pol C in Bezug 
auf ilf heifse das Bild 
von B. 

Liegt G innerhalb 
des Kegeschnittes K, 
so schneidet der Kreis 
y zwar den Scheitel- 
kreis M nicht, aber 
die Potenzlinie bleibt 
^*^- ^'- reell und ihr Pol G' 

bezüglich M heilst auch in diesem Falle das Bild von G. 

Wenn G auf K liegt, so berührt der Kreis y den Scheitel- 
kreis in C; dieser Berührungspunkt ist somit das Bild 
von G. Also: 

Das Bild von K ist der Sßheitelkreis M. 
Der Punkt G bewege sich auf einer Geraden g* die 
Kreise y durchlaufen ein Kreisbüschel, dessen Grundpunkte 
B und der Gegenpunkt JBi von B bezüglich g sind. Daher 
laufen die Potenzlinien der Kreise dieses Büschels und des 
Kreises M durch einen Punkt G' und die Pole dieser Potenz- 
linien bezüglich des Kreises M, d. i. die Bilder der Punkte (7, 
liegen auf der Polare g' von ß' bezüglich M, Man nennt g 
das Bild von g. 

Auf g seien GDEF vier harmonische Punkte, also 
BiGDEF) vier harmonische Strahlen. Die Mitten 63)@g 
der Strecken BG^ BD, BE, BF, also die Mittelpunkte der 
über ihnen beschriebenen Kreise y, d, e, (p liegen auf einer 
Geraden, der Centrale des Büschels (ySsq)) und sind har- 
monisch, daher sind auch Jlf(6S)(Sg) harmonische Strahlen. 
Diese stehen auf den vier Potenzlinien der Kreise ydaq) mit 
dem Kreise M senkrecht, also sind auch diese Potenzlinien 
harmonische Strahlen und ihre Pole G'D'E'F' bezüglich M 
harmonische Punkte. Es folgt: 



1 



156 



§ 19. Ellipse und Hyperbel. 



Die Bilder von vier harmonischen Punkten oder Strahkii 
sind wieder harmonisch, 

Aus diesem Satze aber ergeben sich die Polareigenschaften 
und die Sätze von Pascal und Brianchon. 

Das Bild der unendlich fernen Geraden ist die Leitlink 
von By das Bild des Mittelpunktes der Brennpunkt B. 

Die Bilder der Scheitel von K, die der Endpunkte der 
grofsen Axe^ und des unendlich fernen Punktes der Leitlinie 
fallen mit diesen Punkten zusammen; sonst giebt es keinen Punktj 
der mit seinem Bilde zusammenfällt» 

265. Der Kegelscimitt als Ort des Mittelpunktes eines Be- 
rührungskreises zweier anderen Kreise. 

Ist ^ ein Kegelschnitt mit den Brennpunkten BS und 
der Hauptaxe 2 a, ist @ einer seiner Punkte, so ist 

S-B + (££' = 2a. 

Beschreibt man um 6 irgend einen Kreis y und um B und S 




Fig. 93. 

zwei Kreise, die ihn in C und C berühren, so ist BC — CS 
+ B'C + Ce = 2a, da (7® = CS, also: 

Jeder Kegelschnitt ist der Ort des Mittelpunktes eines Be- 
rührungskreises zweier festen Kreise; die Mittelpunkte der letzteren 
sind die Brennpunkte. 
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266. Um einen anderen Punkt 3) von ^ beschreibe man 
auch denjenigen Kreis d^ welcher die beiden Kreise B und B^ 
berührt; die Berührungspunkte seien D nnd D'. Man nennt C 
und D die Bilder von 6 und S). Demnach erhält man das 
Bild eines Punktes ^ von ^^ wenn man B mit ® verbindet 
und die Verbindungslinie über ^ hinaus bis zum Durchschnitte . 
mit dem Kreise B verlängert. 

Die Verbindungslinie CG' treffe die Hauptaxe in J, dann 
ist J ein Ahnlichkeitspunkt der Kreise B und B^, 54 a; der 
Potenzkreis um J schneidet also die Berührungskreise y und S 
rechtwinklig und daraus ergiebt sich: 

Der Kegelschnitt Ä ist der Ort des Mittelpunktes eines 
Kreises, welcher einen von zwei festen Kreisen berührt und einen 
anderen rechtwinMig schneidet 

267. Auf der Geraden (£®, die mit g bezeichnet werden 
soll; sei @ ein beliebiger Punkt; so läfst sich um ihn ein 
Kreis s beschreiben ^ welcher dem durch y und S bestimmten 
Büschel angehört, also auch den Potenzkreis J rechtwinklig 
schneidet Er treffe den Kreis B^ in den Punkten FG, so 
sind diese durch CD harmonisch getrennt (36. 37.). Durch (£ ziehe 
man eine beliebige Gerade Q^, welche ^ in @i2)i schneiden 
mag; die Bilder CiD^ dieser Punkte werden auch durch FG 
harmonisch getrennt. Dreht sich g um @ und wird Tangente 
an ß in ^^ dessen Bild H sein mag^ so wird H auch durch 
FG harmonisch getrennt, es mufs also H mit einem der 
Punkte FG, etwa mit jP, zusammenfallen. In gleicher Weise 
folgt, dafs G das Bild des Berührungspunktes ® der zweiten 
von (£ an ^ gezogenen Tangente ist. Die Geraden CD, 
C^D^y . . . schneiden sich in einem Punkte E, dem Pole der 
Geraden FG in Bezug auf den Kreis B, weil je zwei Punkte, 
wie C und D, C^ und Dj, . . . durch F und G harmonisch ge- 
trennt werden. Man nennt E das Bild von @. 

Unmittelbar folgt: Zieiht man durch einen Punkt ^ an ^ 
die Tangenten (Sf$ wnd @@ u/nd eine Sekante SSS, so werden 
die Bilder FG der Berührungspunkte durch diejenigen CD der 
Schnittpunkte harmonisch getrennt. 

Da die Tangenten in F und G an den Kreis B sich auf 
der Geraden CD schneiden müssen, so vertauschen die Punkte 
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CD ihre Bedeutung mit den Punkten JF6r, also auch 63) die 
ihrige mit %%y woraus sich ergiebt: 

Die Tangenten in den Punkten 6 tmd S) schneiden sich 
auf g®. 

268. Der Punkt (S^ liege innerhalb des Kegelschnittes 
Ä auf ßS); auch um ihn läfst sich ein Kreis s^ beschreiben, 
der dem von y und d bestimmten Büschel angehört. Dieser 
Kreis schneidet den Kreis B nicht, aber seine Potenzlinie p 
mit B geht durch den Schnittpunkt S der Tangenten in G 
und D an den Kreis Bj weil diese die Potenzlinien des Kreises 
B und der Kreise y und d sind. Dreht sich nun die Ge- 
rade g und kommt in eine Lage g', in welcher sie Ä in S'J)' 
schneidet, und sind CD' die Bilder dieser Punkte auf dem 
Kreise B, so müssen auch die Tangenten in C und 2/ sich 
in einem Punkte 5" von p schneiden. Da S und S' die Pole 
von CD und CD' in Bezug auf den Kreis B sind, so müssen 
CD und CD sich im Pole E^ von p schneiden. Es soll E^ 
das Bild von (S^ heifsen. 

Um also das Bild E eines Punktes @ zu finden, ziehe 
man durch ® eine Sekante von Ä, welche diesen Kegelschnitt 
in S und ® schneidet, konstruiere um (S und 2) die Kreise y 
und dy welche B und B" in C und D berühren, konstruiere 
um @ denjenigen Kreis 6, welcher dem Büschel (yS) angehört, 
seine Potenzlinie p mit dem Kreise B und endlich den Pol E 
von p bezüglich dieses Kreises. 

269. Wenn der Punkt ® die Gerade g durchläuft so 
durchläuft der Kreis s das Büschel (yd), seine Potenzlinie p 
mit dem Kreis B dreht sich also um einen Punkt der Potenz- 
linie des Büschels (yd) und der Pol E dieser Potenzlinie, das 
Bild von @, durchläuft die Polare g von E in Bezug auf deu 
Kreis B, Man nennt g das Bild von g. 

Man erhält nun leicht die Sätze: 

a. Dwrchlä'uift ein Funkt (S eine Gerade g, so durchläuft 
sein Bild E eine andere Gerade g, das Bild von g — und drM 
sich eine Gerade g um einen Funkt ®, so dreht sich ihr Bildg 
um das Bild E von ®. 

Sind ^(£^(£2^3 vier harmonische Punkte von g, so sind 
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die Potenzlinien pPiP^p^ harmonische Strahlen und ihre Pole 
EEy^E^E^ harmonische Punkte, also: 

b. Die Büder von vier harmonischen Funkten sind wieder 
harmonisch. 

Vier harmonische Strahlen 9gig2 98 schneide man mit 
einer Geraden in vier harmonischen Punkten 6@i®2®3.* Durch 
die vier harmonischen Bilder der letzteren, EE^E^E^j gehen 
die vier Bilder ggig^g^ von 9819283 ^^^ ^i^d demnach auch 
harmonisch: 

c. Die Büder von vier harmonischen Strahlen sind auch 
harmonisch. 

2701 Vierte AbUitmig der Polareigenschaften. 

Durch 265 — 269 ergeben sich die Polareigenschaften und 
die Sätze von Pascal und Brianchon für den Kegelschnitt aus 
den entsprechenden vom Kreise und zwar für jede Art des 
Kegelschnittes. Denn läfst man S ins Unendliche rücken, so 
wird der Kreis B^ eine Gerade und^ der Kegelschnitt^ eine Parabel. 

271. Die Polarisationsfigur eines Kegelschnittes. 

In engem Zusammenhange mit der eben besprochenen 
Abbildung steht der folgende Satz: 

Die Polarisationsfigur eines Kegelschnittes in Bezug auf 
irgend einen Kreis um einen Brennpunkt ist ein Kreis. Cf. 175. 




Fig. 94. 



Um den Brennpunkt B des Kegelschnittes K beschreibe 
man einen Kreis K. Es sei AAi eine Brennpunktssehne, 
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A2 irgend ein Punkt yon K^ C^ der Schnittpunkt der Tangenten 
in A und A^, G^ derjenige der Tangenten in A und A^\ die 
Polaren der Punkte AAiA^G^G^ in Bezug auf den Kreis K 
seien aa^a^c^c^. Da ^ -4^(7i = -^.jJBCi = 90^ ist, so ist 
auch ^ (Ci«) = (Cjöi) = 90^; da femer <^ ABG^ = A^BG^ 
ist, 30 Ist auch ^ {c^cb) = {c^d^* Dreht sich AAi um jB, so 
durchläuft G^ die Leitlinie 2, also dreht sich c^ um einen 
festen Punkt L, den Pol von l in Bezug auf den Kreis K, 
Die Geraden aaya2 werden Tangenten der Polarisationsfigur 
$; diese hat also die Eigenschaft, dafs die Tangenten in den 
Endpunkten jeder durch L gelegten Sehne auf dieser Sehne 
senkrecht stehen, denn die Schnittpunkte von a und c^, sowie 
ttjL und Ci sind die Pole der Tangenten AG^ und A^C^, also 
Punkte von S. Die Polare c^ schneidet Ä in den Berührungs- 
punkten mit den Tangenten a und Og, also bildet jede Sehne 
der Polarisationsfigur gleiche Winkel mit den Tangenten in 
ihren Endpunkten. Also ist ^ ein Kreis mit dem Mittel- 
punkte L. Denn sind D^ E^ E^ die Schnittpunkte von a und 
«2, ö und Cg, «2 und Cg; so ist '^DEE2 = DE^E und da 
iJ5J J. a, LJ?2 JL a2 auch <^ LEE^ = LJ5;2-B, also LE^LE^ 

272. Der Scheitelkreis. 

lieber der Hauptaxe AA^ einer Ellipse K beschreibe 
man den Kreis E!, so berührt er die Ellipse in den Scheiteln 




Fig. 95. 



AA^ und heifst daher der Scheitelkreis. Auf ihm liegen die 
Fufspunkte der Senkrechten, die man aus den Brennpunkten 
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BBi auf die Tangenten fallt. Eine Tangente berühre K in 
(7, schneide K' in DD^ und die Hauptaxe in K^. Verlängert 
man BD und B^C bis zum Durchschnitte E, so ist BD^^DE 
(3) also sind C^^BD^ harmonisch. 

Ist fi eine Hyperbel mit derselben Hauptaxe AA.. so 

^ treffe die Hauptaxe in C^ und den Scheitelkreis in ^^i; 
so sind auch 6(7^2)2)]^ harmonisch: 

a. Die Strecke einer Kegelschnitttangerde wünschen dem 
Berührungspunkte und der 'Hauptaoce wird dwrch den Scheitel- 
kreis harmonisch geteiU. 

Die Senkrechte GC^ auf die Hauptaxe treffe den Scheitel- 
kreis in (7; da 00^ die Polare von ®i bezüglich K' ist (12), 
so ist C6i Tangente von K\ 

Bei der Hyperbel ziehe man SS^ senkrecht auf die 
Hauptaxe und die Tangente ©iC an K\ so steht C'C auf 
der Hauptaxe senkrecht. 

Aus ähnlichen Dreiecken folgt: 

©iD :BD =(l,C,:CC, 
^,B^:B^D^ = ^iC,:CC, 
und hieraus durch Zusammensetzen 

©,D . ©1 A ' SD . B^D, = SiCi^ : CC,K 
Aber ©iD . 6^ A = C^Ei" 

5D . A A = ßiA • B^F=AB^ .A^B^ = (a + e) (a — e) 

also: C'(S.,:h = (i,C,:CC,. 

Aus den ähnlichen Dreiecken ©iCjC und ^^C M folgt 
C'6i : ©iCi = CM: CG, = a : CC^, 
also: a : CCj = 6 : GCj^, 

oder CCj : GG^ = a :h, d. h. 

b. Auf jeder zur Hauptaxe senkrechten Geraden schneiden 
der Scheitdkreis und die Ellipse Sehnen oft, die sich wie die 
Axen verhalten. 

Bei der Hyperbel Ä hat man zunächst die Proportionen 

und CiS) . G,^, : »2) . »iS)i -= G,^,^ : Sei« 

MiLmowsKi, Kegelschnitte. 11 
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Es ist aber C^'S>.C^'S),=C'C^^ 

S32) . a3iS)i=»i5 . »,2)i=a3i^ . »1^1= (c+a) (e— a) =t^^a'=l\ 

wenn man die Excentricität SSj-M =e setzt; also: 

Aber aGi:C,^, = CMiC'^, = a: a^, 

und daher a : (7'®i = b : 6ßi 
oder C'6i:6ei = a : 6, d. h. 

c. Zieht man von einem Punkte der Hauptaxe einer Hyperbd 
die Tangente an den Scheitelkreis und die halbe senkrechte 
Hyperbelsehne, so verhalten sich diese Geraden tvie die Hmpixm 
0ur Nebenaxe. 

Beide Sätze gestatten die ümkehrung: 

d. Fällt man aus den Punkten eines Kreises Senkrechte 
auf einen Durchmesser und teilt dieselben in einem bestimmten 
Verhältnisse, so liegen die Teilpunkte auf einer Ellipse. 

Zieht man in den Punkten eines Kreises To^ngenten bis m 
ihrem Durchschnitte mit einem Durchmesser und erriditet in dm 
Durchschnittspunkten Senkrechte, welche zu den Tangenten in 
einem bestimmten Verhältnisse stehen, so liegen die Endpunlcte 
auf einer Hyperbel. 

273. Ist C ein beliebiger Punkt der Ellipse K und 
CG A-ÄA^, so mache man AA^Ci^i harmonisch, errichte in 
6i die Senkrechte und schneide sie mit GA in 6, dann ist 

MC, . üf 6i = MA^ oder MA : MC, = M(&, : MA. 

Hieraus 

MA — MC, : Jlf ßi - MA = MC, : MA 

oder AC, : A(^, = MC, : MC = CC, : C'6i. 

Aber AC, : A(i, = C,G : ©©i = C,C : ß®!, 

also C,C:^(i, =aC,:C'^, 

oder (7'6i : ©6, = C'C, :C,C =a:b. 

Wenn also C die Ellipse K durchläuft, so bewegt sich 6 
auf einer Hyperbel Ä und umgekehrt. Beide Kegelschnitte 
haben demnach dieselben Axen. Degeneriert K in den Schei- 
telkreis K', so degeneriert Ä in die gleichseitige Hyperbel Ä', 
die hierdurch in eine einfache Beziehung zum Kreise gesetzt ist 
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Um aus der entwickelten Eigenschaft der Ellipse weitere 
Folgerungen zu ziehen ^ nenne man C das elliptische Bild von 
C und S das hyperbolische Bild von G\ 

274. Ist nun P' ein beliebiger Punkt der Ebene^ 
FPj :PPi = a:6, PP^ senkrecht zu AA^, P^ der Gegen- 
punkt von P in 
^. ^ Bezug auf -4.-4.1, ist 

ferner ^AJ?i?i 
harmonisch, so er- 
richte man in ^^ 
die Senkrechte und 
schneide sie mit P^ .4. 
in $, dann nemU 
man P das elliptische 
Bild von P' und ?ß 
das hyperbolische Bild 
desselben Punktes. 

Dadurch aber ist zwischen den Punkten jeder Halbebene 
eine doppelte Beziehung hergestellt, welche der Kürze wegen 
elliptische und hyperbolische Abbildung genannt werden soll. 

Man erhält den Punkt $ auch als Durchschnitt mit der 
Geraden A^P. 

Der Punkt P' durchlaufe eine Gerade jp', dann durchläuft 
sein elliptisches Bild P eine Gerade p, welche die andere p 
in einem Punkte R von -4-4^ schneidet. Sind BP" TS' vier 
harmonische Punkte von p, so sind die elliptischen Bilder 
BP TS auch harmonisch und ebenfalls die Gegenpunkte 
BP^T^S^. Daher sind auch harmonisch die Strahlenböschel 
A {BP^T^S^) und A^ (BP TS). Diese haben einen Strahl AB 
gemeinsam, also schneiden sich die anderen Strahlenpaare in 
drei Punkten 5ßS]@ einer Geraden. Diese Punkte sind aber 
nach der Konstruktion die hyperbolischen Bilder von PTS. 
Macht man noch AA^^B^ harmonisch, so ist auch 9i das 
hyperbolische Bild von B. 

Konstruiert man zu den Fufspunkten BP^T^S^^ der von 
BP TS auf AAj^ herabgelassenen Senkrechten in Bezug auf 
AA^ die zugeordneten harmonischen Punkte 9i$iXi@i und 

11* 
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errichtet in ihnen die Senkrechten tp^ti^i, so sind diese auch 
harmonisch. Man findet nun die hyperbolischen Bilder 9t$X@ 
auch als Durchschnitte von ^(i2P2T2^2) ™it ^Pi^i^i luid es 
liegen also 91$ X@ auf einer durch 91 gehenden Geraden und 
sind harmonische Punkte. 

Hält man P fest, läfst aber TS sich so yerändem, dafs 
sie stets PR harmonisch trennen, so durchlaufen auch S@ 
die Gerade 5ß9i. Somit folgt: 

JDurchläuß ein Punkt P' eine Gerade p, so durchläuft sehi 
elliptisch Bild P eine andere Gerade p, welche jene in einem 
Punkte E der Axe schneidet und sein hyperbolisches Bäd $ 
durchläuft eine dritte Gerade p, welche die Axe in dem hartno- 
nischen Gegenpunkte 91 von B in Bezug auf AA^ schneidet. 

Von vier harmonischen Punkten sind sowohl die elliptischen 
wie hyperbolischen Bilder wieder harmonisch. 

Diejenige Gerade p oder p, auf welcher die Bilder aller 
Punkte einer anderen Geraden p liegen, nennt man das Bild 
der letzteren. Unmittelbar folgt: 

Dreht sich eine Gerade um einen Punkt, so dreht sich ihr 
Bild um das Bild des Punktes. 

Die Bilder von vier harmonischen Geraden sind umder 
harmonisch, 

275. Fünftie Ableitung der Polareigenschaften. 

Aus diesen Sätzen folgen wieder die Polareigenschaften 
und die Sätze von Pascal und Brianchon für Ellipse und 
Hyperbel aus den entsprechenden für den Ereis. 

276^ Gleichung der Ellipse. 

Ist C ein variabler Punkt (Fig. 95) von K, C^M = x^ 
CC^ = y, so ist CG, : C'C^ ^b:a. Aber C'(7i» = a^ - a:^ 

also y^ : c? — a;^ = 6* : c? 

und — 2 + TT = !• 

277. Gleichung der Hyperbel. 

Ist (Fig. 95) ® ein beliebiger Hyperbelpunkt, ^^M==Xj 
E®i= y, so ist 
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aber (7' ©^^ = ic^ — a^, also 



und 



x^ 
a' 



• y^ : x^ — a^ = V : a? 

278. Fläche der Ellipse. 

Unendlich nahe an C wähle man den Punkt P' und 
fälle P^F^ senkrecht auf die Hauptaxe; diese Senkrechte 
schneide die Ellipse in P. Dann ist 

Trapez CC.P.F = i C.C' . C,P,. 

Trapez COiPiP ==iC,C.C^Pi, 

also verhält sich 

CC^T^r : CG^P,P=C,C :C,C = a:b. 

Denkt man sich nun Halbkreis und Halbellipse in lauter un- 
endlich kleine Trapeze geteilt, so folgt durch Addition, dafs 
sich der Halbkreis zur Halbellipse verhält wie a:b. Da die 
Fläche des Halbkreises ^ Tca^ ist, so mufs diejenige der Halb- 
ellipse \ Tcab sein. Demnach ist die 

Fläche der Ellipse = nah. 

279. Konjugierte Durchmesser. 

Der Pol der unendlich fernen Geraden heifst der Mittel- 
punkt^ des Kegelschnittes; er halbiert jede durch ihn gezogene 
Sehne, die man Durchmesser nennt. 

Zwei senkrechte Kreisdurchmesser haben die Eigenschaft, 
dafs der Pol des einen auf dem anderen liegt; diese Eigen- 
schaft behalten auch ihre Bilder, die ebenfalls durch den 




Fig. 97. 
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Mittelpunkt des Kegelschnittes geben. Solche Durchmesser 
nennt man Jconjugierte Durchmesser. 

um zwei konjugierte Durchmesser oder Halbmesser der 
Ellipse K zu konstruieren, zeichne man zwei senkrechte Radien 
MC und MIX des Scheitelkreises und ihre Bilder C und D, 
so sind MC und MD konjugierte Halbmesser der Ellipse. 

Zieht man in IX an X' die Tangente D'jF, so ist 
D^F\\C'M also AD^D^F^C'C.M und da CC^iCC, 
= D^Dr.DD^^a:h, so ist auch A DD^F r^ CC^M und 
DF II CM: 

a. Die Tangente in dem Endpunkte eines von zwei hm- 
jugierten Durchmessern ist dem andern parallel. 

In gleicher Weise ergiebt sich mittelst ähnlicher Dreiecke 
der allgemeinere Satz: 

b. Jeder von zwei konjugierten Durchmessern halbiert die 
dem anderen parallelen Sehnen. 

Jedes einem Kreise umgeschriebene Parallelogramm ist 
ein Rhombus, dessen Diagonalen sich im Kreismittelpünkte 
senkrecht schneiden ; das Bild des Rhombus ist ein der Ellipse 
umgeschriebenes Parallelogramm, die Bilder der Diagonalen 
sind konjugierte Durchmesser, also: 

c. Die Diagonalen jedes einem Kegelschnitte umgeschriebenen 
Parallelogramms sind konjugierte Durchmesser, 

In gleicher Weise leitet man ab: 

d. Die Sehnen f welche einen Kegelschnittpunkt mit den 
Endpunkten eines Durchmessers verbinden, sind konjugierten 
Durchmessern parallel. 

280. Aus ähnlichen Dreiecken folgt: 

A CC^E : C'C^E = DD^E : Df D^E = b:a, 

also auch CC.D^D : CC^D^D' ^b:a 

Ferner 

A CC^M: CC^M = DD^M'.DfD^M=b : a, daher auch 

CC^D^D-CC^M-D,DM:C'C,D,D'-C'C,M-DD^M=b:a 
oder A CMD : C MD' = b:a 

Da ACMD' = ^a\ 

so ist A CMD = i «6, d. h. 
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a. Der Flächeninhalt eines von zwei hmjugierten HaUh 
messem gebildeten Dreiecks ist konstant gleich dem Dreiecke 
zweier HaJhaxen. 

Da die Tangenten in den Endpunkten konjugierter Durch- 
messer parallel sind, so nimmt der vorige Satz auch folgende 
Fassung an: 

b. Der Flächeninhalt eines umgeschriebenen FaralldogrammSj 
dessen Seiten konjugierten Durchmessern parallel sind, ist konstant 
gleich dem Bechtecke aus den Axen. 

Aus rechtwinkligen Dreiecken folgt: 

CM^ = CC^^ + G^HP, DM^ = DA* + A J^' 

= 5 . CG,' + C,m = ^. D' A* + DiMK 

Aus den kongruenten Dreiecken C'C^M und If B^M er- 
giebt sich C'Ci = D^M, VB^ = C^M, also 

CM} + DM* = % (Ci]iP + A^*) + OiJiP + DiM^ 



(C,M^ + A^)(^^) 



Aber C,]iP + D,]iP = C^M^ + CC,^ = a^ also 

CM^ + DM^ = «2 ^ 62 

folglich: 

o. Die Summe der Quadrate zweier konjugierten Halbmesser 
ist konstant gleich der Summe der Quadrate der Halbaxen. 

281. Gleichung der Ellipse in Bezug auf zwei konjugierte 
Durchmesser, (Fig. 97.) 

L Auf K sei G ein beliebiger Punkt, das Bild von G\ 
GH II CMy H das Bild von H\ so müssen sich GH und & H' 
auf der Axe in J schneiden. Man setze 

GH = Xy MH=y, GM=a^,DM=\. 

Die Gerade CM mufs parallel zu & J sein, also senk- 
recht auf MD\ daher 

G'H'^ + H'M^ = G'M'' = a\ 
Aber G'H' : GH= G'J: GJ= C'M: GM=a:a, 
MH' : MH^MD':MD==^a : b„ 
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also 
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&H' ^ 



und durch Substitution 



- 


a 


GH 


ME' 




a . 


■ 6. 


äor 


a 


X 




1. 


a . 


y 



II. Eine andere Ableitung der Ellipsengleichung geben 
die Polareigenschaften. 

Es seien (7® und D2) konjugierte Durchmesser; durcl 




Fig. 98. 

einen beliebigen Punkt G ziehe man GH \\ C^, GJ || DJ) 
und in G die Tangente NL, setze 

GH=x, MH=y, MG=a^, MD = \y 

so sind LHD^ und NJC^ harmonisch, also 

y . ML = 6i^, X . Jf C = «1^ 
Aber x:HL = NM:ML 

und a; : Jf L — «/ = iVJf : Jlf L 

a; . Mi + y . Jkf JV'= ML . MN 



und 



a? . y 



4--^—= 1 



MN ' J5f i 
oder durch Substitution 



X 






1. 
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Die letzte Methode läfst sich auch zur Ableitung der 
Hyperbelgleichung anwenden. Man erhält 



X' 



y 



a. 



h 



j=\. 



Setzt man ML = MN, so geht das Parallelogramm 
NLNj^L^ in ein Rechteck über, also wird 



X 






Substituiert man diese Werte in die Gleichung 

MN^ ML ^' 

so erhält man 

a,^ + 6,2 _ j^j^2^ 

Da aber nach einem vorigen Satze 

a^ + h^ = a^ + ^* ist, so folgt: 

Die Scheitel aller einer Ellipse umgeschriebenen rechten 
Winkel liegen auf einem konzentrischen Kreise, dessen Badius 
gleich der Geraden ist, welche zwei Endpunkte einer Haupt- und 
Nebenaxe verbindet Cf. 199. 200. 

282. Eine andere einfache Fig. 99 11.100 
Ableitung dieses Satzes ist fol- 
gende*). Im Punkte C schneiden 
sich zwei rechtwinklige Tangen- 
ten, die den Scheitelkreis in DE 
und D^Ei treflfen. Dann ist 

CF^ ^CD.CE = CD^ . CE, 

= BE.BiD = BÄ.BÄ, 

= (BD. B^E in Fig. 100.) 

Ferner: MC^ = MF^ ± CF^ 

= a^ ± BÄ . BÄ, = a^ + 6' 
also MC konstant. 

Mit Hilfe des Scheitelkreises findet man übrigens eine 
leichte Auflosung der Aufgabe: 




Fig. 99. 



*) Taylor. Ancient and moderne CTeometrie S. 88. 
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;,Zu einer Tangente eines Kegelschnittes eine senkrechte 
Tangente zu konstruieren." 




ng. 100. 

Eine Tangente schneide den Scheitelkreis in D und E\ 
man ziehe BD^ parallel zu ihr und D^CA-BG. 

283. Zu ganz allgemeinen metrischen Beziehungen^ welche 
die Gleichungen der Kegelschnitte in sich enthalten, gelangt 
man auf folgendem Wege mit Hilfe der Polareigenschaften. 

In ^em Endpunkte AAy^ 
eines Durchmessers ziehe man 
die Tangenten, welche parallel 
sein müssen und schneide sie 
durch irgend zwei andere Tan- 
genten in BB^ und CC^. Dann 
müssen sich in dem umgeschrie- 
benen Vierseite BB^G^C die 
Diagonalen BG^ und B^C auf 
der Verbindungslinie der Be- 
rührungspunkte AA^ in B 
schneiden. Aus ähnlichen Drei- 
ecken io\gi ABl Afi^= AD: AJ) 
= AG:AiBi und hieraus 

AB . A,B, = AG . A^G,. 
Wird GG^ parallel zu AA^, also AG = A^G^ gleich dem 




Fig. 101. 
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zu ÄÄ^ konjugierten, zu AB parallelen Halbmesser ME, 
dann ist 

AB . A^B^ =^ ME"^ 

d. h. Eine beliebige Tangente schneidet auf zwei festen parallelen 
Tangenten Strecken aby deren Rechteck gleich dem Quadrate des 
den festen Tangenten parallelen Halbmessers ist. 

Die festen Tangenten bilden mit BB^ ein umgeschrie- 
benes Dreieck, dessen eine Ecke im Unendlichen liegt, also 
schneiden sich AB^, BA^ und die durch den Berührungspunkt 
F ZM AB gezogene Parallele P^ in einem Punkte R, welcher 
die Strecke PQ halbiert, wie sich sofort aus den Proportionen 
ergiebt: 

QB:AB = QAi : AA^ = PB^ : BB^ = RPiAB. 

Nimmt man hinzu QR : A^B^ = QA: AA^ so folgt duröh 
Multiplikation 

QR^ : AB . A,B, = QA . QA^ : AA,^ 

oder QP^iQA.QA, = ME^ : MA\ 

Da PP^ in Q halbiert wird, so folgt: 

Eine Sehne und der m ihr konjugierte Durchmesser teileti 
sich in solche Abschnitte, dafs die Rechtecke aus denselben sich 
verhalten, wie die Quadrate der parallelen Halbmesser, 

284. Die beiden Sehnen CD 
und EF schneiden sich in (r; der 
zu CB konjugierte Durchmesser JK 
schneide CD in H. Mit MG 
schneide man den Kegelschnitt in 
Gl und ziehe C^D^ || CD, dann ist 
C^B^ = D^H^. Setzt man MJ= a^ 
und den konjugierten Halbmesser 
ML = 6i, so ist nach dem letzten 
Satze 




CH^^HJ.HK.^^ 



(«1« - MH') ^ 



a. 



&i* — MH' . 



6.' 



o. 



Man setze 
6.' 



= fti«, also CH^ = bj* - MH* . /tj' 
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Zieht man auf beiden Seiten GH* ab: 

CH* - GH* ^CG.GB = b^* - MH* . n* — GH*. 

Ferner ist C^H^* = ij» — MH^* . (i* 
und ans der Proportion 

MH :GH= MHi : C^ H^ oder MH. fi^:GH=Mffi.nr.Ci H^ 

folgt 

MH* . iii*+GH* : MH*. fii*+Ci Hi*=GH* : Cj H*=GM*:Ci M* 

oder da MHj* . fi* + C^H^* = 61« ist 



MH* . (i,* + GH* ) GW^ 

h*-'GG.BG J ' ' Ci^ 



also endlich CG . BG = b* (l — ~^) . 

EG.FG^b,*{l-^) 



Ebenso 



2 , l\2 

2 



und CG.DG:EG.FG = b,^ : h 

d. h. Zwei Sehnen eines Kegelschnittes teilen sich in solche Ab- 
schnitte, dafs die EechtecJce aus denselben sich verhalten wie die 
Quadrate der parallelen Halbmesser, 

285. Zieht man durch irgend einen Punkt G' die Sehnen 
C'iy und E'F parallel zu CB und EF, so ist auch 



CG' . iy& : K& . F'G' = \^ : b 



8 

2 ) 



also CG.DG:EG.FG=^ CG' . D'& : E'G' . TG', d. h. 

Wenn man durch zwei Punkte G und G' zwei Paar 
parallele Sehnen zieht, so ist das Verhältnis der Rechtecke aus 
ihren Abschnitten konstant. (Salmon. Analytische Geometrie 
der Kegelschnitte. Art 110.) 

In der letzten Form gilt der Satz auch für die Parabel, 
was jetzt nachgewiesen werden soll. 

Durch A sei ein Durchmesser AM gezogen, in A die 
Tangente, welche durch zwei andere in B und C geschnitten 
wird; letztere mögen sich in E treffen. 

Die drei Tangenten bilden mit der unendlich fernen Geraden 
ein umgeschriebenes Vierseit, dessen Diagonalen die durch B 
und C zu CE und BE parallelen Geraden sind und sich auf 
den Verbindungslinien AM und PP^ der Berührungspunkte 
in B schneiden müssen; das Viereck BBCE ist daher ein 
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Parallelogramm. Zieht man PQ und P^Qi parallel zu BC, 
so folgt: 




Fig. 103. 

PQ iP^Q^^PD: P^D = BP:CD^BP:EB ==AQ:EF 

PQ :P^Q, = BDiCP, = CE : CP^ =FF:ÄQ, 

^nd hieraus 

PQ' : P^Q,' '^ ÄQ : ÄQ,, 

d. h. Die Quadrate paralleler Parabelsehnen verhalten sich wie 
die Entfernungen ihrer Schnittpunkte mit dem konjugierten Durch- 
messer von seinem Endpunkte, Cf. 181. 

286. Zieht man nun durch 
einen Punkt O die Sehnen CD und 
EF und schneidet die erstere mit 
dem zu ihr konjugierten Durchmesser 
JMiaH, zieht GC, \\ JM,(\D, \\ OD, 
so ist 

oder wenn man 

jji = 2p setzt, 
Fig. 104. CH^ = 2p . JH 




und 



CH^ - GH^ = CG. DG ^ 2p. JH— GE\ 
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Aber GIP = G^H^^ = 2p . JH,, 

also GG. DG = 2p, HR, = 2p . G,G 

Ebenso EG.FG =2p,.G^G, 

also CG. DG: EG.FG =p ip^. 

Wenn man durch irgend einen anderen Punkt G' die 
Sehnen CD' || CD und E'F' \\ EF zieht, so erhält man 

CG' . VG' : E'& : F G' =p :p,, 

also CG.DG:EG.FG = CG'. Dl & : E' G . FG' 

287. In Figur 103 ergiebt sich noch 

BP:EB = CE:CP^, d. h. 

Zwei beliebige Tangenten einer Parcihd werden von den 
übrigen proportional geteilt 

Dieser Satz ergiebt sich übrigens unmittelbar aus der 
Erzeugung der Parabel durch Brennpunkt und Leitlinie auf 
folgende Art. 

Vom Brennpunkte B ziehe man BA senkrecht zur 
Scheiteltangente a, ferner beliebig die Geraden BD und BE^ 

errichte in D und F die Senk- 
rechten darauf, so sind es Para- 
beltangenten. Ihr Schnittpunkt F 
liegt mit BDE auf einem Kreise. 
Zieht man BF und DG || FE, so 
ist ^ DEF = DBF = EDG 
= ABE, weil DG±BE steht, 
also auch Bogen DJ= EF und 
Sehne DJ^EF, ^DJA = EFH 
^DGA, daher ADGJ gleich- 
schenklig und DG = DJ = EF. 
Weil also EF # DG, so ist Vier- 
eck DFEG ein Parallelogramm. 

Verlängert man BD bis zum Durchschnitte mit der Leit- 
linie in Dl und zieht D^D^ senkrecht zur Leitlinie, so ist D 
der Berührungspunkt auf FD. Zieht man D'G bis J5' auf 
FEj so ist 

DDf iDG^GE'.EE' und D^iDG^GEiE®. 




Fig. 105. 
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Da aber DD' = D®, so ist auch EE' = E® und E' 
der Berührungspunkt auf der Tangente EF. 
Hieraus ergiebt sich die Proportion 

HD : D'F = DG : FE' = FE: FE' = EH: ED 

aus der wieder der obengenannte Satz folgt. 

288. Ein Kegelschnitt werde von einem Kreise in den 
Punkten CDEF geschnitten; die gemeinschaftlichen Sehnen 
CD und EF schneiden sich in 6r, dann ist, wenn man die 
parallelen Halbmesser mit c und d bezeichnet, 

CG.DG:EG.FG = (^:d^ 

und da CG . DG ^= EG . FG ist, so mufs auch 

sein. Die Halbierungslinien der Winkel gleicher Durchmesser 
sind aber die Axen, also folgt: 

.a. Die Halbierungslinien der Winkel, welche die gemein- 
schafflichen Sehnen eines Kreises und eines Centralkegelschnittes 
büden, sind den Axen parallel. 

Die ümkehrung ergiebt sich leicht: 

b. Zwei Sehnen y welche gegen die Axen gleich und ent- 
gegengesetzt geneigt sind, schneiden den Kegelschnitt in vier 
Punkten, durch welche sich ein Kreis legen läfst. 

Um den vorigen Satz für die Parabel zu beweisen, schneide 
man dieselbe durch einen Kreis in den Punkten CDEF, ziehe 
darauf beliebig die Sehnen C^D^ \\ C^D^ Q CD und durch die 
Halbierungspunkte G^ und G^ derselben E^F^ || E^F^ || EF^ 
dann ist, wenn man noch den Schnittpunkt von CD und EF 
mit G bezeichnet, 

CG .DG _ G, Gl , A <^i ^ C g^a .D^G^ 
EG . FG~ El Gl . Fl Gi E^ G^ . F^G^' 

289. Folgerungen aus den Beziehungen des Scheitelkreises 
zwr Ellipse. 

In einem Punkte C einer Ellipse ziehe man die Tangente, 
welche die Axen in D und E, und die Normale, welche die 
Axen in F und G schneidet. Tangente und Normale halbieren 
die von den Brennpunktsstrahlen in C gebildeten Winkel; es 
sind somit C {BB^DF) harmonische Strahlen, BB^DF har- 
monische Punkte und daher MD . MF = MB^ = e^: 
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a. Alle Paare gmammengehöriger Tangenten und Normalen 
schneiden die Hauptaxe in einer Involution ^ deren Doj^lpunUe 




Pig. 106. 

die Brennpunkte und deren Potenz das Quadrat der halben 
Excentricität ist. 

Fällt man CHX AA^y so sind auch AÄ^DH harmonisch 

und . MD . MH= a*; in Verbindung mit der 

Gleichung MD . MF = e^ ergiebt sich 

MF : MH = e^ : a^, also aus ähnlichen Dreiecken 

CF:CG:FG=FH:MH:MF=a'''-e^:a^:e^=b^:a^:^,d.h. 

b. Die Axen teilen die Normale in Abschnitte, wdehe sich 
verhalten me die Quadrate der Axen zum Quadrate der Excentricität, 

Verlängert man HG bis zum Durchschnitte in C^ mit 
dem Scheitelkreise, so ist DC^ die Tangente des letzteren; 
sie treflFe die Nebenaxe in E^. Zieht man noch MJ \\ DG, so 
sind MG und MJ konjugiert, also wenn man JKA-ÄA^ 
fällt und bis J^ verlängert, so sind auch G^M und J^M kon- 
jugierte und daher senkrechte Badien des Kreises. Daher ist 

GD :MJ =GH : JK 

GE :MJ ^MHiMK 

GD,GE :MJ^ =GH .MHiJK .MK 
Ebenso G^D.G.E, : MJ,^ = G.H.MH : J.K.MK 
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Aber 

und 

also 



CD .CE =MJ': 



c. Die Strecke einer jeden Tangente stoischen den beiden 
Hauptaxen wird durch den Berührungspunkt in zwei Segmente 
zerlegt, deren Rechteck gleich dem Quadrate des der Tangente 
^parallelen Halbmessers ist. 

Aus CF:CD = CE:CG 



CF.CO^CD.CE = MJ': 



folgt 

d. Das Bechteck der Segmente der Normale eines Punktes 
zwischen diesem Funkte und den beiden Äxen ist gleich dem 
Quadrate des Halbmessers, welcher zu dem nach jenem Punkte 
gezogenen Halbmesser konjugiert ist 

290. Man ziehe durch einen beliebigen Punkt C die 

Ellipsensehnen DE und JP6r, 
fälle DD^ und EEy^ senkrecht 
auf die Hauptaxe^ so schnei- 
den sich DE und D^E^ auf 
AA^ in K. Zieht man femer 
|4. FF^ und GG^ senkrecht zur 
HauptaxC; so treffen sich 
D^E^ und F^G^ in einem 
Punkte Cj, so dafs CGy^ auch 
senkrecht auf AA^ steht. End- 
lich seien MH und MJ pa- 
Pi8io7- rallel zu DE und FG, 

HH^ J_ AA^. Dann ist 

DG : D,C, = EC:E,C, = DK:D,K=HM: H,M 
und DC.EC = D,C, . E,C, . (^5)'" 

Ebenso folgt FC . GC = F,C, . G^C, . (7^)'. 

Da aber D^G, . E,C^ = F^C^ . G^C^ und H,M= J^M, so wird 

DC.EC:FC.GC=HM^:J]iP 

d. h. die Rechtecke aus den Abschnitten zweier Ellipsensehnen 
verhalten sich wie die Quadrate der parallelen Halbmesser. 




MiLXNOWBKi, Eegelflchnitte. 



12 
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291. 



folgt aus 



Aus diesem Satze ergiebt sich die Gleichung der 

Ellipse in Bezug auf zwei kon- 
jugierte Durchmesser. Von den 
beiden Sehnen DE uud FG sei 
die erste ein Durchmesser und 
die zweite dem konjugierten Halb- 
messer Jlfe7 parallel, so dafs also 
CF=CG. Setzt man ilf 2) = tti, 
MJ=h^, CM=x, CF==y, so 




Fig. 108. 



DC.EC:FC.OC = D]\P:JJiP 



(«1 + Ä?) (»1 — a;) : y» = 
und nach kurzer Reduktion 



a 



2 



h 



2 



X 



y 



«1» ^ h' ^• 



292. Es seien DEFG die Schnittpunkte einer Ellipse 
mit einem Kreise; ist dann C der Schnittpunkt der Sehnen 
DE und FGy so ist DG. EG = FC, GG, also ist auch (Fig. 
107) HM = JM, d. h. 

a. Die zu den gemeinschaftlichen Sehnen eines Kreises und 
einer Ellipse parallelen Ellipsendurchmesser sind gleich. 

Da die Axen die von gleichen Durchmessern gebildeten 
Winkel halbieren, so folgt weiter: 

b. Die Halbierungslinien der von den gemeinschaftlidm 
Sehnen eines Kreises und einer Ellipse gebildeten Winkel sind den 
Axen parallel. 

293. In den Punkten S und S^ seien an den Scheitelkreis 
zwei Tangenten gezogen und durch einen Punkt $ß desselben 
eine Gerade ^^^ symmetrisch zu beiden, welche den Kreis 
zum zweiten Male in 5ßi schneidet. Dann ist 

Fällt man aus ?ß und 5ßi auf die Berührungssehne ßSi 
und die Tangente $(£ die Senkrechten s, ^), ^Jj, so findet man 
aus ähnlichen Dreiecken 

• s:p.= §e:§$ß und 5 : pj = $(£ : $$ßi, 

also s^:p.pi = §(S2:§5ß*.^?i, also s^ = p.J)i, d. h. 
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a. Fällt man auf zwei Tangenten eines Kreises und auf 
die Berührungssehne die Senkrechten aus einem Kreispiinkte, so 
ist das Rechteck der ersieren gleich dem Quadrate der letzten. 




Die Gerade ^^^ schneide die Ellipse in P und P^. Fällt 
man aus ihnen die Senkreöhten p und p^ auf die Ellipsen- 
tangenten ^ so ist 

p : i&?ß = DG : i)S und i) : jffP = DG^ : DC, 

also wegen 272 b. 

a BG , a BG 



h ' B^ 



b ' Bd 



,2 



BG' 



P 'Pi ' 5« ' Bd^ 



b. FöMt man aus einem Ellipsenpunkte die Senk/rechten auf 
zwei Tangenten und auf die Berührungssehne ^ so steht das Recht- 
eck der ersteren zum Quadrate der letzten in einem konstanten 
Verhältnisse. 

294. Im Berührungspunkte C ziehe man CO senkrecht 
zur Tangente und beschreibe um mit OC einen Kreis, so 
berührt er auch die andere Tangente in C^. Bezeichnet man 
die Potenz des Kreises im Puiikte P mit Kp, so ist 

Kp = PE.PEi = PF^ — EF^ 

Femer ist PH. PH^ = HF^ - PF^, also 

Kp= HF^ - EF^ — PH. PH^ 

12* 
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= HE.H,E-FH.PH, 



BC 



HE.H,E = HE.HE, = HC^ = s^ . ^„ 



also 



TT — 2 ^* __ ^^' — ^^ ( 2 _ 2 ^ D®^ 



DG' 



s« a'.DC» — 6«.2>e* 



7)ö' 



a= 



8« a« (D(?« + Co«) — ft« . (DG^* + ©6?«) 



DG** a« 

Aber CG : ©G = 6 : a, also CG.a = (S.G.b, daher 

Ä^ = s^ . — ä , d. h. 

Die Potenz eines ElUpsenpunktes in Bezug auf .einen doppelt 
berührenden Kreis steht zum Quadrate seiner Entfernung von 
der Berührungssehne in einem konstanten Verhältnisse. 

Dieser Satz läfst sich erweitern. 

Ein Kreis mit dem Mittelpunkte auf der Hauptaxe 
schneide die Ellipse in C'C^CC^'\ die parallelen Verbindungs- 




Fig. 110. 



linien treffen den Scheitelkreis in 6' 6/®"®/'. Die Gerade ?|5P 
sei senkrecht zur Hauptaxe. Dann ist 

Die Senkrechten aus $ß und $ßi auf (£'6" seien ^} und p, 
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und diejenigen auf ®'C' und (£"(7" seien s, und s,,^ so folgt 
wieder 

Fsilli man ferner p und p^ senkrecht aus P und P^ auf 

O'O", so ist 

Sf • Sff ^= P , p^ • J2 ' 2)ß* ' • • 

Zieht man aus einem Punicte der Hauptaxe zwei gegen diese 
gleich geneigte Gerade und zieht die parallelen Verbindungslinien 
ihrer SchnittpunJcte mit der Ellipself so steht das Produkt der 
Entfernungen eines Ellipsenpunktes von den ersteren zu dem- 
jenigen von den letzteren in einem konstanten Verhältnisse. 

295. Man bezeichne wieder die Potenz des Kreises im 
Punkte P mit Kp, dann ist wie vorher 

Kp = HE.HE^ — PH.P^H 
Aber HE . HE, = HC . HC = s, . s„ . JJ^, 

Jrll , Jr^Jn. — p *P\ • j)!^* — ^' ' ^" a* * J9jP> 

Also 

und nach einigen Reduktionen 

Ap = Sf , S,f ' ~^} <!• ^• 

a. Die Potenz eines Ellipsenpunktes in Bezug auf einen 
Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Ha/uptaxe liegt, steht zum 
Produkte seiner Entfernungen von den parallelen Schnittsehnen 
in konstantem Verhaltnisse. 

Drückt man in der letzten Gleichung s, . s„ durch p . p, 
aus^ so erhält man 

Aj, =p .pi . p • -^^, a. h. 

b. Die Potenz eines Ellipsenpunktes in Bezug auf einen 
Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Hauptaxe liegt, steht zum Pro- 
dukte seiner Entfernungen von zwei gegen die Haupta^xe gleich 
geneigten Geraden, die sich auf der letzteren schneiden, in einem 
konstanten Verhältnisse. 

296. Ein Kreis schneide einen Kegelschnitt in den Punkten 
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CDEFy dann sind die Seimen CD und EF gegen die Axen 
gleich geneigt. Die erstere schneide die Hanptaxe in G, durch 

G ziehe man die Sehne 
C'iy II EF, so liegen die vier 
Punkte CDC'JDf auf eiDcm 
Kreise O^ dessen Mittelpunkt 
auf der Hauptaxe liegt. 

Von' einem beliebigen Kegel- 
schnittpunkte P föUe man auf 
CD und Clf die Senkrechten 
p und p\ dann ist nach dem 
letzten Satze, wenn A eine Konstante bedeutet, 

Kp' ^=^ p ,p . A. 

Fällt man PQ senkrecht auf die Centrale OO und ist JJ 
der Schnittpunkt der letzteren mit der Potenzlinie CB der 
Kreise und (7, so ist 

Kp' — Kp ((TP* — /» — OF^ + f^) 

= — {0<^ -OQ^ — {pfB^ - OB^)) 

= Oa {ffQ +0Q + OB + OB) 

= 2oa .p. 

statt des Punktes P wähle man den Punkt E und falle 
von ihm auf CD und CD die Senkrechten e und e, dann 
ist zunächst 

K^' = e . e' . A, Ke = Of 

also 200' .e=e.€.X und 200' = 6 . A 

und daher 

JEp = i> . !>' . A — e .p . k=>p ,(jp — e) . A, d. h. 

Die Potenz eines EUipsenpunktes in Bezug auf einen KreiSj 
der die Ellipse in vier reellen Punkten schneidet, steht zum Pro- 
duJcte seiner Entfernungen von solchen zwei gemeinschafllichen 
Sehnefn, welche mit einer Axe gleiche Winkel bilden, in einein 
konstanten Verhältnisse. 

Aus dem letzten Satze folgt übrigens, dafs die vorher- 
gehenden Sätze auch für den Fall gelten, dafs der Mittelpunkt 
des Kreises auf der Nebenaxe liegt. Man kann die letzteren 
jedoch in analoger Art herleiten, weim man statt des Scheitel- 
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kreises denjenigen Ereis zu Hülfe nimmt; der die Ellipse in 
den Scheiteln der Nebenaxe berührt. 

297. Die gleichseitige Hyperbel. 

Eine Hyperbel heifst gleichseitig, wenn ihre Axen gleich 
sind, also der Asymptotenwinkel ein Rechter ist. 

Es sei ÄÄ^ die ge- 
meinsame Hauptaxe einer 
Hyperbel § mit den Axen 
2 a und 2 b und einer gleich- 
seitigen Hyberbel Ä Eine 
Senkrechte zur Hauptaxe 
treffe die erstere in C, die 
andere in C^, die Haupt- 
axe in 2); von D ziehe man 
die Tangente DJ? an den 
Scheitelkreis, dann ist 

CDiDE =b:a 

und G^D = DE, 

also CD : C^D '='b: a^ d. h. 

a. Jede zur Hauptaxe senkrechte Gerade wird durch eine 
Hyperbel und die gleichseitige Scheitelhyperbel in Sehnen geschnitten, 
die sich verhalten, tvie die Nebenaxe zur Hauptaxe. 

Von zwei konjugierten Durchmessern einer Hyperbel trifft 
nur einer dieselbe; die Grofse des andern wird durch die hm- 
jugierte Hyperbel bestimmt, welche dieselben Axen hat, aber 
auf der Nebenaxe* die Strecke StSl^ = 2b als Hauptaxe und 
auf der Hauptaxe die Strecke ^ J.^ = 2a als Nebenaxe hat. 
Daher ist die Gleichung der konjugierten Hyberbel §i 

y^ x^ ^ 

Die gleichseitige Hyperbel mit der Hauptaxe ÄA^ hat 
auch eine konjugierte Hyperbel H^y die ebenfalls gleichseitig 
ist und deren Gleichung ist 
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X 



^ = 1- 



a 



Wenn daher eine Senkrechte zur Axe AA^ die beiden 
Hyperbeln in S und ©j schneidet, so gelten die Gleichungen 
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(£3)^ 



3rS) 



©iS)* M^' 



:;«- = 1; ^^^ -b 



a' 



a' 



= 1 



Durch Subtraktion folgt 

e® : ©iS) = 6 : a, d. h. 

b. Jede mr Hauptcuve senkrechte Gerade tvird von den Jmden 
Jconjugierten Hyperhein ^^ und H^ in Sehnen geschnitten y die sich 
verhalten wie die Axen, 

298. Bildet man wie in 273. die Ebene auf sich selbst 
mittelst des Verhältnisses & : a ab ^ so ist die gleichseitige 
Hyberbel H das Bild von ^ und H^ dasjenige von ^^, — Das 
Bild einer Geraden ist wieder eine Gerade, welche die erste 
auf der Axe AAy^ schneidet; die Bilder von harmonischen 
Punkten oder Geraden sind wieder harmonisch , die Bilder von 
Pol und Polare wieder Pol und Polare, von konjugierten Ele- 
menten wieder konjugierte Elemente (Cf. 274). Mittelst dieser 
Abbildung lassen sich die Eigenschaften der Hyperbel aus denen 
der gleichseitigen Hyperbel in ähnlicher Weise ableiten, wie 
diejenigen der Ellipse aus den Eigenschaften des Scheitelkreises. 
Hauptsächlich übertragbar' sind die metrischen Beziehungen, 
weil die Abbildung selbst auf einer solchen beruht. — Zuvor 
sind daher einige Haupteigenschaften der gleichseitigen Hyperbel 
zu entwickeln. 

299. Je zwei konjugierte Durchmesser einer gleichseitigen 
Hyperbel sind einander gleich 
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Ist ME irgend ein Halbmesser einer gleichseitigen Hyper- 
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bei H, G und D die Schnittpunkte der Asymptoten mit der 
Tangente in E^ MC^ = MC, b(P ist C^ D Tangente an die 
konjugierte Hyperbel. Ist E^ der Berührungspunkt, so ist 

C^E^ = E^D = BE = EC, also 

ME^ II CD und ME^ == ME. 

300. Irgend zwei Diirchmesser bilden denselben WinJcel, wie 
ihre honjtigierten Durchmesser. 

Sind ME und MF irgend zwei Halbmesser, so findet 
man nach vorigem Satze die konjugierten, indem man EEi 
und FFi senkrecht auf die Asymptote MD fällt und itf-Bj, 
MFj^ zieht. Aus Symmetriegründen folgt 

^EMF^E^MF,. 

3Ö1. Jede Sehne einer gleichseitigen Hyperbel erscheint den 
beiden EndpunTcten eines Durchmessers unter gleichen oder Sup- 
plementwinkeln. 

Sind EG die Endpunkte einer Sehne, FF' diejenigen 
eines Durchmessers, so sind sowohl die Geraden J'-B und JP"J5? 
als FG und F'G konjugierten Durchmessern parallel (279 d. 274), 
also bilden nach vorigem Satze FE und FG denselben Winkel 
wie die konjugierten Richtungen F'E und F'G. 

302. Jede Sehne einer gleichseitigen Hyperbel teilt den ihr 
ccynjugierten Durchmesser in solche Abschnitte, dafs ihre Hälfte 
stoischen denselben die mittlere Proportionale ist. 

Sind CD und EF konjugierte Gerade, so ist EG = FG. 
Da ferner CE und DE konjugierten Durchmessern parallel 
sind so ist 
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«^ EGG == DFG and daher A EGC-^EGD, 
also CG : Em = EG : DG 

oder aoch J5JG« = CG . DG == MC — JfC* 

303. Wenn süJi ewei Sehnen einer gleitJiseitigen Hyperbel 
schneiden, so verhalten sich die Sechtedce ai*s ihren Abschnitten, 
wie die Quadrate der parallelen Durchmesser. 

Die Sehnen CD und EF schneiden sich in G; ist dann H 
die Mitte von CD, so ist CIP-=' HJ. HK == HM* - MJ\ 
also CH* - GH* ^CG.DG'^ HM* - MJ* - GH*. 



y 




Fig. 115. 

Zieht man C^I)^ \ CD durch den Schnittpunkt von GM 
mit der Hyperbel, so ist auch C^JETi ^= H^D^ und H^ld} — 

Aus der Proportion EM:GH= H^MiC^H^ folgt 

also H Jf« — Gif« = MJ^ . ^^ 

und CG.DG = MJ^ (-^^ — l) 

Daraus ergiebt sich: 

CG. DG :EG.FG = MJ^ : MJ,^ 
wenn MJi der zu J5JjP parallele Halbmesser ist. (Cf. Seite 177). 

304. Hieraus aber folgt allgemein: 

Wenn sich zwei Sehnen einer (beliebigen) Hyperbel schneiden, 
so verhalten sich die Rechtecke aus ihren Abschnitten, tvie die 
Quadrate der parallelen Durchmesser. 
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Die Sehnen DE und FG einer Hyperbel § schneiden sich 
in (7; es sei ^^ die konjugierte Hyperbel, ferner H die gleich- 
seitige Scheitelhyberbel und H^ die zu ihr konjugierte gleich- 
seitige Hyperbel. Sind dann BD^, EE^, FF^, GG^ senkrecht 
zu ÄÄi, so schneiden sich DiEi und DE sowie F^G^ und 
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FG auf der Hauptaxe. Endlich sei ML \\ DE, MJ \\ FG, 
LL^ J_ AÄ^, JJ^ _L ÄA^, so ist ML^ || A^i; ^^i II -flG^i- 
Die Geraden D^E^ und F^G^ schneiden sich in einem Punkte 
Cj so, dafs CCj J_ -4.-4i. Aus ähnlichen Dreiecken folgt: 

DC:D,C^ = FC : E^C, = DKiD.K^LM: L,M 
DC . FC = D,C, . E,C, . {^y 



und 



Da aber 
so folgt 



FC.GC=F,C,.G,C,.(^y 



DC.EC:FG.GG = L3P : JM^ 

305. Gleichung der Hyperbel in Be0iig auf zwei konjugierte 
Durchmesser. 

Sind a^ und i^ die Längen zweier konjugierten Halbmesser, 
X und y die zu ihnen parallelen Ordinaten eines Hyperbel- 
punktes, so folgt wie 291. 

^ __ y^ 1 



<h 



h 
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Hieraus folgt als Gleichung der gleichseitigen Hyperbel , da 

^1 = ^1 ist 

x^ — y^ = a^. 

306. I}ie Differenz der Quadrate zweier Jconjttgierten Durch- 
messer einer Hyperbel ist gleich der Differenz der Axenquadrate, 

Sind (Fig. 112) MC und Jf® zwei konjugierte Halbmesser^ 
CCi und S©i senkrecht zu ÄÄu so ist wie aus Symmetrie- 
gründen sofort sich ergiebt, MD = Si®, M^ = C^D. Ferner 

MC^ = MD^ + CD^ = MD^ + ^ • C,D^ 
M(S^^ = MS)« + 62)« = C^D« + ^ . MD^ 

MC^ - ilfe« «= ^^-^' • (MD« - C,D^ = a« — 6«. 

307. TTe^in sich zwei Sehnen einer gleichseitigen Hyperhely 
welche zwei hmjugierten Durchmessern parallel sind, schneideji, 
so sind die Rechtecke aus ihren Abschnitten gleich. 

Folgt aus 304. und 299. 

308. Zwei rechtwinTdige Sehnen einer gleichseitigen Hyperbel 
teilen sich in solche Abschnitte, dafs die Bechtecke aus denselben 
einander gleich sind. 

Folgt aus 303, da je zwei rechtwinklige Durchmesser ein- 
ander gleich sind. 

309. Der Höhenpunlct eines jeden einer gleichseitigen Hyper-. 
bei eingeschriebenen Dreiecks liegt auch auf ihr. Cf. 194. 

Ist ABC ein eingeschriebenes Dreieck, CD die Höhe auf 

^^ • 

AB, H der auf CD liegende Höhenschnittpunkt, so folgt aus 
ähnlichen Dreiecken 

AD.BD = CD. HD, 

also liegt H nach 308. auf der Hyperbel. 

311. Wenn sich zwei gleichseitige Hyperbeln in vier Punkten 
schneiden, so ist jeder der Höhenpunkt des von den drei anderen 
gebildeten Dreiecks. 

Folgt aus dem vorhergehenden Satze. 

311a. Die beiden letzten Sätze lassen sich auch auf fol- 
gende Art ableiten. 

ABC sei ein eingeschriebenes Dreieck, CD senkrecht 
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auf -4JSundirder Schnittpunkt mit der gleichseitigen Hyperbel. 
Um H beschreibe man einen Kreis und bilde von der Hyperbel 
die Polarisationsfigur. Diese ist eine Parabel. Denn die Polare 
von H ist die unendlich ferne Gerade. Zieht man Yon H aus 
nach den Berührungspunkten der Asymptoten die Verbindungs- 
linien, so stehen sie auf einander senkrecht und die Polaren 
dieser Berührungspunkte sind also zwei sich in H rechtwinklig 
schneidende Tangenten der Parabel. Also liegt H auf der 
Leitlinie der Parabel. Die Polaren a^ b^ c^ von ABC bilden 
ein der Parabel umgeschriebenes Dreieck, dessen Höhenpunkt 
(221) auf der Leitlinie liegen mufs. Da aber der Schnitt- 
punkt («1 feji) auf der Senkrechten CHD liegen mufs, so ist 
H der Hohenpunkt des Dreiseits a^ h^ c^, also auch des Drei- 
ecks ABCy weil die Polare eines Punktes auf seiner Centrale 
senkrecht steht. 

§ 20. 
Die Berühningskreise eines Kegelschnittes. 

312. Ein Kegelschnitt wird von einem Kreise im Allge- 
gemeinen in vier Punkten J.B (72) geschnitten: Wenn von diesen 
vier Schnittpunkten zwei, etwa A und B in einen zusammen- 
fallen, so haben der Kegelschnitt und der Kreis in diesem eine 
Berührung der ersten Ordnung; wenn zwei Paar Schnittpunkte, 
etwa A mit B und C mit D zusammenfallen, so berühren 
sich die beiden Kurven doppelt; wenn drei der vier Schnitt- 
punkte, etwa ABC, in einen A zusammenfallen, so hat der 
Kreis in diesem eine Berührung der zweiten Ordnung. Der 
Kreis heifst der Krümmungskreis des Kegelschnittes im Punkte 
A. Fallen endlich alle vier Schnittpunkte zusammen, so haben 
Kreis und Kegelschnitt eine Berührung der dritten Ordnung; 
doch kann man im Allgemeinen keinen Kreis beschreiben, der 
mit einem Kegelschnitte eine Berührung dritter Ordnung ein- 
geht, denn zur Bestimmung eines Kreises sind drei Punkte 
hinreichend. 

313. Aus der Erzeugung des Kegelschnittes durch Brenn- 
punkt und Leitlinie (cf. 247), also als Ort eines Punktes, 
dessen Abstände von einem festen Punkte B und einer festen 
Geraden l ein konstantes Verhältnis haben, geht eine Gruppe von 
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doppelt berührenden Kreisen hervor, als deren Einhüllende 
der Kegelschnitt erscheint. Zieht man nämlich durch den 
Punkt B irgend eine Gerade, welche l in B trifft, femer 
BCJ-l und in den Scheiteln Ä und A^ des Kegelschnittes 




Fig. 117. 

die Scheiteltangenten a und a^, schneidet dann BD mit der 
Nebenaxe in N und die Scheiteltangenten in JEE^, so trifft 
der mit NE beschriebene Kreis die in D zur Hauptaxe ge- 
zogene Parallele in zwei Punkten F und F^ des Kegel- 
schnittes, denn 

FB : FD = BE : ED = BÄ : AC 

-4ufser F und jF\ kann aber der Kreis N mit dem Kegel- 
schnitte keinen Punkt gemeinsam haben; denn ist X ein be- 
liebiger Kreispunkt, XF_LZ, so ist 

XB:XD^BE:ED = BA: AC. 

Weil aber XD> XF ist, so ist stets 

XB:XY>BA:AC, 

also kann Y nicht auf dem Kegelschnitte liegen und daher 
wird dieser von dem Kreise N in F und F^ also doppelt 
berührt. 

Kreis und Kegelschnitt haben in F und F^ dieselben Tan- 
genten. 

Die Gerade FN, welche auf der Tangente senkrecht steht, 
heifst die Normale des Kegelschnittes im Punkte F. 
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Aus dieser Konstruktion ergiebt sich eine Haupteigenschaft 
der Tangenten. 

Die Tangente in F schneide die beiden Leitlinien in P 
und Pi; da NF^ = NE^ = NB.ND (4c.), so mufs der 
durch BDF gelegte Kreis NF in F berühren. Sein Mittel- 
punkt mufs auf FF liegen, weil <^ NFP «= 90^ ist und daher 
auch durch P gehen, da auch -^ FDP «= 90® ist Im Kreis- 
vierecke BFDT ist 4c BFF = BDP. Aus gleichen Gründen 
folgt für den zweiten Brennpunkt P^, dafs B^FD^P^ ein Bjreis- 
viereck und -^ B^FP^ + B^D^P^ = 180® ist; wegen Kongruenz 
der Dreiecke BCD und B^C^D^ folgt, dafs ^ BBC=B^D^C^, 

also auch ^ PPP = PiP'Pi 

ist, d. h. 

Die Tangente bildet mit den Brennpunktsstrahlen des Be- 
rührungspunktes gleiche Winkel, Cf. 252. 

314. Aus ähnlichen Dreiecken folgert man leicht 

FO:FN:ON=HM:HN:MN 

= CD :HN:MN 

= OB iCM.MB 

Da MB .MC = MA^ = a^ MB = e, so folgt 

MG = ^, BCr=MC--MB = - — e=^^^^^ = - 

und ! 

FO:FN:ON=i^:a^:^ 

d. h. die Abschnitte, in welche Tangente und Axen eine Normale \ 

teüen, verhalten sich wie die Quadrate der Halbaa^en und der 
Excentridtät. Cf. 289. 

315. Aus den ähnlichen Dreiecken BFO und BDF folgt 

BO : BF = BF : DF ^ AB : AC = e : a, 

d. h. die Strecke der Hauptaxe zwischen Normale eines Punktes 
und Brennpunkt verhält sich zu/r Brennpunktsentfemung dieses 
Punktes tme die Excentridtät mr Hauptaxe, 
Bei der Parabel ist PO = BF. 

316. Tangente und Normale stehen aufeinander senkrecht 
und halbieren die Winkel der Brennpunktsstrahlen nach ihrem 
Schnittpunkte (313), sind mithin vier harmonische Strahlen 
und schneiden die Hauptaxe in vier harmonischen Punkten, 
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von denen zwei zugeordnete die Brennpunkte sind. Diese 
werden also durch jedes Paar Tangente und Normale harmo- 
nisch getrennt; d. h. 

Die Paare von Tangente und Normale bestimmen auf der 
Hauptaa>e eine Involution^ welche den Mittelpunkt des Kegel- 
schnittes zum Centrum und das Quadrat der halben Excentricität 
mr Potenjs hat. 

Aus Symmetriegründen folgt: 

Der Kreis um mit OF berührt den Kegelschnitt doppelt 

317. Diejenigen Kreise, welche einen Kegelschnitt doppelt 
berühren, teilen sich in zwei Gruppen, in solche, die ihn um- 
schliefsend berühren und deren Mittelpunkte auf der Hauptaxe 
liegen und in solche, welche den Kegelschnitt innerhalb be- 
rühren und ihre Mittelpunkte auf der Nebenaxe haben. Die 
ersteren liegen ganz auf serhalb, die letzteren ganz innerhalb 
des Kegelschnittes. 

Wenn der Punkt F nach Ä rückt, so rückt der Punkt N 
nach M und der zur ersten auf serhalb liegenden Gruppe ge- 
hörige Kreis wird der Scheitelkreis, welcher den Kegelschnitt 
in Ä und Ä^ berührt. Die Lage des Punktes 0, welcher nach 
0' rücken mag, mufs aus der Gleichung AO':ÄM=b^:a^ 
bestimmt werden und da AM==^a ist, so wird 

a 

Macht man auf der Hauptaxe MO' = M0\ so befinden 
sich zwischen 0' und 0" die Mittelpunkte aller derjenigen 
doppelt berührenden Kreise, welche innerhalb des Kegel- 
schnittes liegen. 

Gelangt der Punkt F in einen Scheitel % der Nebenaxe, 
so fällt mit M und N mit einem Punkte N' zusammen, 
welcher wieder aus der Gleichung %M : %N' = b^ : a^ bestimmt 
wird, so dafs also, da %M=b ist, 



wird. Schneidet man also auf der Nebenaxe MN'' = J/JT 
ab, so befinden sich sich zwischen N' und -W- die Mittelpunkte 
aller Kreise, welche den Kegelschnitt doppelt berühren iind 
ihn umschliefsen. 
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Die mit ffÄ um 0' und N'^ um N' beschriebenen Kreise 
sind die Erümmungskreise in den Scheiteln Ä und ^. Die 
Abstände ihrer Mittelpunkte Yom Mittelpunkte der Ellipse 
findet man durch die Gleichungen 



Jlf 0' = a - - = - 

a a 



MK 



b 



6 = 



Der Radius des ersten Kreises ist gleich dem halben Para* 
meter^ also gleich ier halben auf der Hauptaxe senkrechten 
Brennpunktssehne. 

Den Mittelpunkt N* findet man bequem, indem man im 
Brennpunkte B auf der Geraden 5KB, welche einen Scheitel 
der Nebenaxe mit dem Brennpunkte verbindet, die Senkrechte 
bis zum Durchschnitte mit der Nebenaxe erhebt. 

318. Tangente und 
Normale in F schneiden 
die Nebenaxe in N und 
3i; nach 289 a. ist 

MN.M^^MB\ 

also geht der über N^t 
als Durchmesser beschrie- 
bene Kreis durch B und, 
weil <^ NF31 = 90^, 
auch durch JPund es ist 

^ FN^l = FB31 = g). 

Fällt man BC senk- 
recht auf die Tangente 
F3i und macht 

BC = BF, so ist 

BCiBC = BC:BF. 

Da aber <^ CBF= 
BFN = BB^N = MBNy so folgt aus ähnlichen Dreiecken 

BC:BF=BM:BK 

Der Punkt C liegt auf dem Scheitelkreise; wird der letztere 
von C durchlaufen und auf BC der Punkt C stets durch die 
Proportion BCiBC = BM:BN bestimmt, so durchläuft C" 




Fig. 118. 
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einen Kreis N\ dessen Mittelpunkt j^' auf BM liegt, weil B 
der Ahnlichkeitspunkt des Ejreises 3r und des Scheitelkreises 
ist. Es ist also BMiBN' = BC : BC\ 

Dreht man nun den Kreis N' um den Punkt B um einen 
Winkel von 90^ — 9, so fällt N' auf N, C auf F, also der 
Kreis N' auf den Kreis N. 

Ist (S irgend eine Lage des Punktes C auf dem Scheitel- 
kreise, ©' der Schnittpunkt von B^ mit dem Kreise -^', so 
fällt nach der Drehung ©' auf einen Punkt 2) des Kreises N. 

Da ^ S'-BS) = iV^'^iV^ = 90« - 9 

und JSS : SS) = JSS : JBS' = J5Jlf : JBJV^ 

ist, so ist J\B^1^r^BMN und <^SS3) = J5JfJ\r= 90« 

und < Saje = jBJ^Tilf = q>. 

Mithin ist (£^ eine Taugente des Kegelschnittes und es folgt: 

Die Geraden, welclie einen Brennpunkt mit den Schnittpunkten 
der Kegelschnitttangenten und eines Brennkreises verbinden, sind 
gegen diese unter gleichen Winkeln geneigt 

Ebenso beweist man die ümkehrung. 

Zieht man von einem Punkte Gerade ^lach den Punkten 
eines Kreises und in diesen andere Gerade, wddw mit jenen einen 
bestimmten Winkel einschliefsen, so sind die letzteren Tangenten 
eines Kegelschnittes, welcher den Kreis doppelt berührt. 

319. Auf dem Kegelschnitte sei jF\ ein beliebiger Punkt, 
FiT die halbe kürzeste Sehne durch ihn in dem Kreise N, 
F^L^ senkrecht zur Nebenaxe, dann ist 

FiT*'''NT^ — Fi2P = FN* - F^IP 

= FL' + LN' - F^L^^ - NL^\ 

Nach 290. 304 ist 

FD : %L . 3liZ = a« : 6* = FL^ : b^ — MU 

und F^ Li* : 6* - ML^^ = a« : b\ 

also F^ r = p {ML^^ — ML^) + NL' - NL* 

= p . LL, {ML, - ML) + LL, {NL + NL,). 

Aber NL + NL, = 2NM - {ML, — ML) und da 
. NM'.ML = NO:OF=(?:V 
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F, T^ = LL, (ML, — ML) • ~ + 2 ML • LL, 



6» 



mithin 



F^TiLL^^eib, d. h. 




Fig. 119. 

Zieht ma/n durch einen Punkt eines Kegelschnitten in einem 
denselben doppelt berührenden umschliefsenden Kreise die halbe 
kürzeste Sehne und die Senkrechte auf die Berührungssehne ^ so 
ist das Verhältnis der beiden Strecken konstant gleich dem Ver- 
hältnis der Excentridtät zur Nebenaxe. 

320. In jPj errichte man die Normale F,N, und beschreibe 
mit ihr um N, den doppelt berührenden Kreis. Durch einen 
Punkt P auf dem Kegelschnitte, welcher zwischen beiden Be- 
riihrungssehnen liegen mag, denke man sich in jedem der 
Berührungskreise die halbe kürzeste Sehne s und s, gezogen 
und auf die Berührungssehnen die Senkrechten p und p, ge- 
fallt^ so verhält sich 

s:p ^=^ s, rjPi = e : 6, 

also auch s -\' s,:p -}- p^^ =^ e:b 

13* 
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S + Si = LLi.j. 

Liegt P nicht zwischen den Berührungssehnen ^ so wird 
man erhalten 

s — ^1 =* LLi , j-y d. h. 

Zieht man durch einen Punkt eines Kegelschnittes in zwei 
doppelt berührenden umschliefsenden Kreisen die Tcürzesten Sehnen^ 
so ist ihre Summe oder Differenz konstant, jenachdem der Punkt 
zunschen den Berührungssehnen liegt oder nicht. 

321. Ist P einer der beiden Punkte, in denen die gemein- 
schaftliche Sehne der beiden Kreise den Kegelschnitt trifft, so 
ist s = 5i, also auch p = Pi, d. h. 

Die gemeinschaftliche Sehne zweier umschliefsenden doppelt 
berührenden Kreise ist von beiden Berührungssehnen gleich weit 
entfernt 

322. Aus den Proportionen 

NM : ML = N,M: ML, = ^:V folgt 

NN,:LL,==^:b\ d. h. 

Wenn zwei Kreise einen Kegelschnitt umscMiefsend doppelt 
berühren, so steht die Entfernung der Mittelpunkte zur Entfernung 
der Berührungssehnen in einem konstanten Verhältnisse. 

323. Beschreibt man um die Punkte und 0, mit den 
Radien OF und O^F, Kreise, so berühren diese den Kegel- 
schnitt doppelt und sind von ihm eingeschlossen. Von solchen 
Kreisen ergeben sich in analoger Weise die Sätze: 

a. Zieht man durch einen Kegelschnittpunkt an einen doppelt 
berührenden Kreis die Tangente, so ist ihr Verhältnis zur Ent- 
fernung des Punktes von der Berührungssehne konstant, und zwar 
gleich dem Verhältnisse der Excentricität zur Hauptaoce. 

b. Zieht man durch einen Kegelschnittpunkt an zwei doppelt 
berührende eingeschlossene Kreise Tangenten, so ist ihre Summe 
oder Differenz konstant, jenachdem der Punkt zunschen den Be- 
rührungssehnen liegt oder nicht. 

c. Die gemeinschaftliche Sehne zweier eingeschlossenen doppelt 
berührenden Kreise ist von der Berührungssehne gleich weit entfernt 

324. Wegen der Analogie mancher Eigensch afiten der 
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doppelt berührenden Kreise mit den Brennpunkten nennt man 
erstere Brennkreise des Kegelschnittes. Sie sollen gleichartig 
oder ungleichartig heifsen^ jenachdem die Mittelpunkte auf 
derselben Axe oder auf verschiedenen Axen liegen. 

325. Sind F und F^ die Serührung^mnlcte zweier gleich- 
artigen Brennhreise N und N^, so ist die Tangente von F an 
N^ gleich derjenigen von F^ an N oder die kürzeste Sehne durch 
F in Nj^ gleich derjenigen durch F^ in N. 

Folgt aus 319. 

326. Sind FF und F^F^ die Berührungspunkte eines 
Kegelschnittes mit zwei Brennkreisen N und N^y so sollen 
die vier Sehnen FF^, FF^', F'F^, F' F^ nach Steiner Wechsel- 
sehnen heifsen. 

327. Jede Wechselsehne schneidet in leiden Kreisen gleiche 
Sehnen ab. 

FFi schneide die gemeinschaftliche Sehne der Kreise in 
Qy diese selbst in S und Äj; also ist QS . QF= QS^^ . QF^.. 
Da aber QF = QFj^, so ist auch QS = QS^ und daher auch 

FS = Fl S^ . 

328. Von den Sätzen 319, 320, 323a, b, c gilt auch die 
Umkehrung und läfst sich in analoger Weise darthun: 

a. Der geometrische Ort eines Punktes, dessen Abstand vmi 
etiler festen Geraden zu seiner Tangente oder kürzesten Sehne an 
einen festen Kreis in einem bestimmten Verhältnisse steht, ist ein 
Kegelschnitt, der den Kreis doppelt berührt 

b. Der geometrische Ort eines Punktes, für welchen die 
Summe (Differenz) der Tangenten oder kürzesten Sehnen an zwei 
Kreise konstant ist^ ist ein Kegelschnitt, der beide Kreise doppelt 
berührt, 

c. Zwei Gerade, die gleichweit von der gemeinschaftlichen 
Sehie zweier Kreise entfernt sind, schneiden diese in solchen 
Punkten, durch welche sich ein beide Kreise doppelt berührender 
Kegelschnitt legen läfst. 

329. Werden zwei Kreise N und N^ von zwei Kegelschnitten 
K und Ä doppelt berührt, so liegen die adtt Berührungspunkte 
auf einem dritten Kegelschnitte. 

Die Berührungspunkte seien FF' und F^F^' auf K, gg' 
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und gig/ auf S. In dem Sechsecke F^^^F^F^'F seien 
GHJ die Schnittpunkte der Gegenseiten, ferner R und B^ die 




Fig. 120. 

Schnittpunkte von gSi ™* ^-^' ^^d F^F^, dann folgt aus 
ähnlichen Dreiecken 

BF .JBig =i?5 .i?i(? 

22JF . M^S = im . üiF^ . 
Multipliziert man diese Gleichungen und berücksichtigt, 
dafs iZ3i = ^ifJ? ^3 •=== -^i5i> so erhält man 

MF . JRF , RJ , R^S f^^ R^G . M^Fi , RS . R^Fi. 

Nennt man die Schnittpunkte der Wechselsehne ^JfJi mit den 
Kreisen fj® und g^^, so ist 

SS"" = SiSi'' uiid da auch JRfJ = i?igi, 

. so ist auch JB5^ = JRigA 
mithin 

J?g . Eg« = iii5i . RirSi'' oder i?F . i?-F' = R^F^ . Rj; 

folglich auch 

RJ.R^H=RH.R^G oder RJ: RH = R,G : R,H 

d. h. die Punkte (rJETJ' liegen in einer Geraden, also FF'F^Fi^^i 
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auf einem Eegelschnitte^ der aus Symmetriegründen auch durch 
5'Si' geteii mufs. 

Umkehrung. Legt man durch die Berührungspunkte zweier 
gleichartigen Brennkreise einen Kegelschnitt, welcher jene noch in 
vier Punkten schneidet, so läfst sich durch dieselben ein doppelt 
lerührender Kegelschnitt legen, 

330. Die gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kreise bilden 
in einem doppelten berührenden Kegelschnitte gleiche Sehnen, welche 
gleich der Summe der Tangenten oder halben kürzesten Sehnen 
eines Kegelschnittpunktes sind. 

Eine gemeinschaftliche Tangente berühre in ÜUi und 
schneide den Kegelschnitt in VV^, dann ist nach 323 b 

ru+ ru^=^ r,u+ v^u, 

oder 2rU+ UU^^2V,Ü,+ UU^ 

also ru = r, u, und ru+ ru^ = rr, 

konstant. 

331. Zieht man in einem Brennkreise, dessen Mittelpimkt 
auf der Nebenaxe liegt, durch einen Berührungspunkt die Brenn- 
punktssehfie ^ so ist diese gleich der Hauptaxe, 

Verlängert man (Fig. 117) die Tangente in F bis zum 
Durchschnitte mit der Leitlinie l in P, so ist, da 

<^ FDP = FBP = 90^ 

BFDP ein Kreisviereck, also <^ BDF=BPF= OFB, da 
^ OFP = 90^ ist, also auch 4^ EBÄ = liFS und aus ähn- 
lichen Dreiecken 

FS:FB=^NE:MÄ. 

Da FS = 2 NE, so ist FR = 2MÄ -= 2a. 

332. Die Senkrechte vom Mittelpunkte M des Kegelschnittes 
auf die Normale eines Ptmktes F desselben schneidet auf den 
Brennstrahlen des letzteren Strecken ab, welche gleich der halben 
Hauptaxe sind. 

Die Senkrechte MG treffe die Brennstrahlen in D und 
Dj-, zieht man B^E || DD^, so ist 

FD = FD^, DE = jD,-Bi und auch DE = DB, 

also FD + FD^ = FB + FB^ = 2a 

und FD = a. 
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Fig. 121. 

333. Zieht man durch einen Kegelschnittpunkt F die Brenn- 
strahlen und schneidet auf ihnen Strecken gleich der Hauptaxe 
ah, so ist die Verbindungslinie der Endpunkte eine Tangente des 
Kegelschnittes j welche mr Normale in F senkrecht steht oder 

Die Strecken y welche zwei parallele Tangenten auf den Bremi,- 
strahlen eines Berührungspunktes begrenzen, sind gleich der Hauptaxe. 

Zieht man den Durchmesser FF^ und in F^ die zur 
Tangente in F parallele Tangente, so folgt aus der Proportion 

FGiDG^ FG^ : D,G, = FF^ : F^M, 

dafs FG = FG^ = 2a 

ist. 

334. Die doppelt berührenden Kreise der Parabel. 

Von den beiden Gruppen doppelt berührender Kreise eines 
Centralkegelschnittes geht die eine, deren Mittelpunkte auf der 
Nebenaxe liegen, in die Tangenten der Parabel über; die andere 
Gruppe hat ihre Mittelpunkte auf der Hauptaxe. 

In einem Punkte F einer Parabel mit dem Scheitel A und 
dem Brennpunkte B (Fig. 122) ziehe man die Tangente jPö und die 
Normale FO, so berührt der mit OF um beschriebene Ereis 
die Parabel doppelt. Da f'G und FO die Winkel der beiden 
Brennpunktsstrahlen in i^ halbieren, so mufs GB = OB sein: 

a. Die Streck der Hcmptaxe zwischen Tangente und Normale 
eines Parabelpunktes wird durch den Brennpunkt halbiert. 

Ist Fl ein beliebigesr anderer Parabelpunkt, FL xm^F^L^ 
senkrecht zur Hauptaxe, so ist das Tax^entenquadrat 

F^T^ = F^O^ - FO^ = F^L^^ — FV - {01} - OL^. 
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Fig. 122. 



Setzt man AB — ^p, so ist F^Lj* = 2p . AL^, FL* = 
2p . AL (286) also 

F^T*^2p. LL^ — LLi (OL + OL^) 
= LLi (2p -OL- OLi) 
Aber y — LO^AO-BO — LO'^AL — BO 

= AL — BG 
y — LiO^'ALi-BO^ALi-BG 
p — LO — L^O == AL -{■ ALi — 2BG 

^AL-^ AL^ — 2GL — 2BL 
= AL + AL^ — AAL — 2BL 
= AL^ -AL- 2(AL + BL) 
= LLi—p, 
also F^T=LLi, d. h. 

b. Die Tangente von einem Paräbelpunkte an einen doppelt 
berührenden Kreis ist gleich der Senkrechten auf die Berührungs- 
sehne. 

335. Zieht man (Fig. 122) F^K±FG, F^F, welche den 
Kreis in H schneidet, FO bis J und JH, so ist 

F^K: FH'^ F^F: 2r oder F^F.FH = 2r . F^K. 

Wegen des vorigen Satzes 
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FE* = LLj*'-=FiT* = FiF. F^H; 

ferner FE* -\- F^E^ >= F^F», 

also F^E* = F^F* - F^F . F^H = F^F. FH 

= 2r . FyK, d. h. 

Legt man durch einen Paräbelpunkt eine Tangente und eine 
Parallele zur Hauptaxe, so ist das VerJüUtnis des Ahstandsqua- 
drates eines Parahelpuriktes von der Pßrallden m seiner Entfernung 
von der Tangente, konstant.*) 

336. FE* ==^FiT* = F^D . F^D, = F^L^* - BL*. 

Femer F^N-F^N^^ NL* - F^ L* = NF^ . NF^ , 

daher FE* = NL* - BL* — NF^ . NF^ 

= NB . NB^ — NF^ . NF^ 

= NF* - NF, . NF^ 

oder NF, . NF^ = NE*. 

Zieht man durch einen Paräbelpunkt eine Tangente und eine 
Parallele zur Hauptaxe, so ist die Entfernung eines Punktes der 
Tangente von der Parallelen die mittlere Proportionale zunschen 
den Abständen dieses Punktes von den Schnittpunkten der durch 
ihn zur Hauptaxe senkrecht gezogenen Geraden mit der Parabel 

337. In zwei Punkten F und JP\ der Parabel konstruiere 
man die in ihnen und den bezüglich der Hauptaxe symmetrisch 
liegenden Punkten doppelt beführenden Kreise, wähle auf der 
Parabel einen Punkt P, konstruiere von ihm die Tangenten 
tt^ an die doppelt berührenden Kreise und die Senkrechten ss^ 
auf die Berührungssehnen, so ist t = s und ^^ == 5^, also 

jenachdem P zwischen den Berührungssehnen liegt oder nicht: 

Zieht man durch einen Parabelpunkt an zwei doppelt be- 
rührende Kreise zwei Tangenten, so ist ihre Summe oder jyifferenz 
konstant gleich der Entfernung der Berührungssehnen. 

338. Die in 328 gegebene Erzeugung des Kegelschnittes 
läfst sich verallgemeinern.**) 



*) Cf. Weinmeieter. Programm der Realschule zu Leipzig. 1880 
und 1881. 

**) Diese Darstellung ist im Wesentlichen der^itierten Programm- 
abhandlung entnommen. 
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Fig. 123. 



Sind g^g^ irgend zwei parallele Gerade, ist M der Mittel- 
punkt eines Kreises mit dem Radius r, so läfst sich nach dem 

Orte eines Punktes P 
fragen^ für welchen das 
Verhältnis der Potenz 
des Kreises in ihm zum 
Produkte seiner Entfer- 
- nungen von den Geraden 
g^g^^ konstant gleich A^ 
isi 

Die Entfernungen dfts 
Punktes P von g^ und 
g^ seien FA^ und PA^j 
dann soll 

A» . PA^ . PA^ = P Jf 2 - r" sein. 

Ist PA die Entfernung von P und der Mittellinie zwischen 
jFi und ^2; also PA^^ = AA^ — PA^ PA^ == PA + AA^^ so ist 

also k^ . PA^ = (r^ + i? . ^^,2) __ p;^2 

Setzt man r^ + A^ . ^^^^ = q^ und beschreibt mit q um 
ilf einen Kreis, so ist {q^ — PM^) die Potenz desselben in (>; 
folglich ist der Ort von P nach 328 a. ein Kegelschnitt, für wel- 

chen A «= -r- oder - ist, jenachdem der Mittelpunkt des Krei- 

ses auf der Nebenaxe oder Hauptaxe liegt. 

Für einen beliebigen Punkt einer der beiden Geraden ^^ 
und g^ wird das Verhältnis zwischen dem Produkte seiner Ab- 
stände von g^g^ und der Potenz des Kreises in ihm o, nur für 
die Schnittpunkte der Geraden mit dem Kreise nimmt dieses 

Verhältnis die Form — an und wird gleich A*, da diese die 

Schnittpunkte mit dem Kegelschnitte werden müssen. Es fol^t: 

Der Ort eines Punktes, für welchen das Verhältnis des Pro- 
duktes seiner Abstäfide von zwei festen Parallelen zur Potenz 
eines festen Kreises in ihm konstant ist, ist ein Kegelschnitt, 
welcher durch die Schnittpunkte jener Geraden mit dem Kreise geht. 

339. Die beiden Parallelen g^^ und g^ mögen den Kreis 
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in vier reellen Punkten treffen; l^ und l^ seien zwei gegen g^ 
und g^ gleich geneigte Verbindungslinien der Schnittpunkte^ 
der von ihnen gebildete Winkel sei 2 a. Welches ist der Ort 
des Punktes^ für welchen das Produkt seiner Abstände von 2^ 
und ^2 zur Potenz des Kreises in ihm in einem konstanten 
Verhältnisse steht? 

Durch P ziehe man die Parallele zu g^y welche den Kreis 

in C und D, die Geraden l^ und l^ in B^ und B2 schneidet 

Dann ist 

Z^ — PC. PD = PE^ - EC^ 

PB^ . PP2 = PE^ — EB^\ 
also Kp = PB^ . PB^ — (EC^ — EB^^) 

= PJBi . PB^ - CJ5i . DB^ 
= PJBi . PjBa — JB, . EB^. 

Von P fälle man auf g^Q^hh ^^® Perpendikel, deren Länge 
auch mit ^1^2 ^1^2 bezeichnet werde, so ist 

jr _i _• '8 9 i • 9% 

^ COS *a 

Durch die Punkte JPGfiJ'giebt es unendlich viele Kegelschnitt«, 
welche sämtlich die Halbierungslinie des Winkels (l^l^) zu einer 
Axe haben. Liegt P auf diesem Kegelschnitte, so ist 

Setzt man hieraus den Wert von g^ . g^ in die letzte Gleichung, 
so erhält man 

8 

Kp = 1^.12. 8 jj^jg j^ r~i = ^1 . ^2 . A , d. h. 

Wenn ein Kreis auf zwei Geraden gleiche Sehnen cibschfiäM, 
so ist der Ort eines Punktes, für welchen das Produkt sdner Ab- 
stände von den Geradelt zur Potenz des Kreises in ihm in einen% 
konstanten Verhältnisse steht, ein Kegelschnitt. 

340. Die Gerade l^ werde um die Strecke s parallel mit 
sich selbst verschoben und heifse in der neuen Lage l^] das 
Perpendikel von P auf ^3 sei l^, so dafs also l^ = li-i-s ist. 
Durch F *und G denke man sich einen Kreis mit dem Mittel- 
punkte M' gelegt, dann ist 

K;- Kp^2MM' .k. 
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also K;^k.l^.k^ + 2MM\k 

Setzt man s . k^ = 2 Jf JIT, wodurch der Kreis M' bestimmt ist, 
so hat man 

Der Ort des Punktes P, welcher der letzten Gleichung 
genügt, ist also ein Kegelschnitt, welcher durch die Schnitt^ 
punkte der Geraden Zg und l^ mit dem Kreise M' geht und 
zwar derjenige Kegelschnitt, welcher mit dem durch die Glei- 
chung Kp = ?! . Zg . A^ bestimmten identisch ist. 

. 341. Wenn die Gerade Zj den Kegelschnitt schneidet, so 
schneidet ihn auch der Kreis M^ in denselben Punkten; es ist 
also Z3 eine gemeinschaftliche Sehne des Kreises und Kegel- 
schnittes. — Alle durch F und G gelegten Kreise haben mit 
dem Kegelschnitte solche reellen oder ideellen gemeinschaft- 
lichen Sekanten, welche zu Z^ parallel sind. Daher ist die 
Gerade Z3, falls sie den Kegelschnitt nicht schneidet, eine 
ideelle Sekante des Kreises M' und des Kegelschnittes. Ver- 
schiebt man auch noch Z^ sich selbst parallel in die Lage Z4, 
so kann Z4 auch den Kreis schneiden oder nicht. Daraus folgt: 

Sind zwei Gerade gegen eine Äxe ehies Kegelschnittes ent- 
gegengesetzt gleich geneigt, so gieht es stets einen Kreis von der 
Lage, daß seine Potenz in ei^tem Kegelschnittpunkte mm Produkte 
der Abstände des letzteren von den beiden Geraden in einem 
konstanten Verhältnisse steht Die Geraden sind reelle oder ideelle 
gemeinschaftlidie Sekanten des Kreises und des Kegelschnittes, 

Hieraus folgt für jeden Kegelschnitt (cf. 288) 

Die Halbierungslinien der Winkel gemeinschaftlicher Sehnen 
eines Kreises und eines Kegelschnittes sind den Axen des letzteren 
parallel, 

342. Der Krümmungskreis. 

Wenn ein Kreis mit einem Kegelschnitte drei zusammen- 
fallende Punkte gemein hat, so heifst er (312) ein Krümmungs- 
kreis des Kegelschnittes. 

Sind G und D zwei unendlich benachbarte Punkte eines 
Centralkegelschnittes, so schneiden sich ihre Normalen im 
Mittelpunkte K des Krümmungskreises. 
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Die Verbindungslinie CD ist eine Tangente TT^ des 

Kegelschnittes. — Verbin- 
det man C und JD mit 
den Brennpunkten B und 
B^ und beschreibt um 
letztere mit BC und B^B 
Kreise, welche bezüglicli 
BD in Gl und B^C in 
D^ treffen, so sind die 
^i«- 12*- Dreiecke CC^D und DB^C 

bei Ci und D^ rechtwinklig. — Da 

BC±B,G=BD±BiD^2a, so folgt 

BD-BC=± (B,C - B^D) oder C^Z) = CA; 

also A CDC, ^ CDA ^nd ^ DCCj = CDA 

oder ^BCT^B^DT^ 

d. h. für den Fall des Zusammenfallens von C und D: 

Die Tangente bildet mit den Brennstrahlen des Berührungs- 
punJctes gleidie Winkel (Cf. 232 a, 252, 313.) 

343. Die Normalen in den Punkten C und D sind die 
Halbierungslinien der Winkel BCB^ und BDB^, Ist E der 
Schnittpunkt von BD und CKy so ist, wenn man <^ BCK= o, 
^B^DK=(o^ setzt 

^B = CED — o = Ä:+a)i — o. 
Ebenso findet man 

also J5 + A = 2Z^. 

Ein Kreisbogen ist seinem Centriwinkel und dem Radius 
proportional, also wird der Centriwinkel gemessen durch den 
Quotienten aus dem Bogen und dem Radius, folglich ist 

Ofi , DA __ 2CD 
BC •" B^D ~ KC' 

Aber CC^ = DA = CD . cos cj für den Fall, dafs C und 
D zusammenfallen, wo co ^Cy^CD\ setzt man noch 

BC=Q, AC=9i7 KC^r, 
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so wird 



— 4- — — ^ 
9 9i ** cos (D 



die GleichuDg zur Bestimmung des Krümmungsradius r. 

Fällt man von B und S^ die Perpendikel p und p^ auf 
die Tangente in C, so ist 

P = Q > COS CD, l>i = 9i . COS d, P • JPi = 9 • (>i • cos^ o = bK 

In Fig. 125. ist q = a^^ , sin % also g . &i = a^ . ft^ sin qp = 
a.&(280a) und 3 = -^5 ferner g = ^ (i> + 2)i) = i(p + pj . 
cos CD ==a . cos O; daher: 
cos «I = -r- , P . p« ™ — • - = 6i^, mithin da p -f* 9i =* 2a 



5;-; 9.(>i 



und 



cos' OD 

p 4" ^1 261 2a 

9 . 9i ~ r ."6 ~ V 






a . & * 



Bezeichnet man die Strecke CO der Normale mit w, ist 
also w = -'^ (289a und d.), so wird 



a 



a 



n 

cos' CO * 



Aus dieser Formel folgt die Newton'sche Konstruktion 
des Krümmungsradius. Man errichtet in auf CO die Senk- 
rechte OE und in E auf CE die Senkrechte EK. 

344. Eine andere Konstruktion ergiebt sich aus dem 
Satze 288 oder 341. Schneidet der Krümmungskreis aufser 
in C den Kegelschnitt noch in C^, so sind die Tangente in C 




Fig. 125. 
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und die Sehne CC^ die gemeinschaftlichen Sehnen des 
Eriimmungskreises und des Kegelschnittes und bilden also 
mit den Axen gleiche Winkel. Zieht man daher durch C eine 
Parallele zu einer Axe, so findet man CC^ leicht , da diese 
Parallele den Winkel zwischen CC^ und der Tangente in C 
halbiert; der Kreis durch Oj, welcher diese Tangente in C be- 
rührt, ist der Krümmungskreis. 

345. Eine dritte Konstruktion des Krümmungsradius 
findet man bei Salmon: Analytische Geometrie der Kegel- 
schnitte übersetzt von Fiedler. IV. Auflage. S. 320. Hier 
werde noch eine von Steiner herrührende Konstruktion desselben 
mitgeteilt. Cf. Steiner -Schröter, Theorie der Kegelschnitte. 
II. Auflage. S. 208. 

Die Normalen n und n in den Punkten C und C und 
die beiden Axen bestimmen als Tangenten eine Parabel*, wenn 
n und n die Axen in ON und (/N' schneiden (Fig. 125), 

so ist CO:CN= C'ff : C N' = 6* : a* 

also teilen die beiden Axen und die Gerade CC die beiden 
Parabeltangenten n und n nach gleichen Verhältnissen und 
daher ist auch CC eine Tangente dieser Parabel. 287. 

Wenn C und C einander unendlich nahe rücken, so wird 
ihr Schnittpunkt K der Krümmungsmittelpunkt Die Parabel 
berührt in diesem Falle Normale und Tangente des Punktes 
C und die beiden Axen, hat also in den Punkten C und M 
rechtwinklige Tangenten. Daher liegen diese Punkte auf der 
Leitlinie der Parabel. In dem von den vier Tangenten ge- 
bildeten Vierseite ist der Schnittpunkt zweier Diagonalen der 
Pol der dritten, also ist die Leitlinie als eine Diagonale die 
Polare des Schnittpunktes 85 der anderen Diagonalen ON^ 
und O^N, folglich ist 85 der Brennpunkt der Parabel. 
Der Schnittpunkt K der beiden unendlich nahen Tangenten 
n und n ist der Berührungspunkt der Parabel mit n. Man 
findet ihn nach einer bekannten Konstruktion, indem man C 
mit 85 verbindet und S5J?J_S5(7 errichtet. 

346. Aus dieser Konstruktion ergiebt sich auch der vorher 
gefundene Wert für den Krümmungsradius. Im Dreiecke 
NN^Oi ist der Höhenpunkt, also ist 
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^^CN=MCN, ^C^O = 00,C=GNM, 

daher sind die Dreiecke S3C0 und Cilfj^^ ähnlich. Daraus folgt 

CO : CaS = CM: CN oder CO.CN== (735 . CM, 

Den Halbmesser CM bezeichne man mit a^ und den zu ihm 
konjugierten, der Tangente parallelen mit fe^, dann ist 

CO.CN=h,^ 

also - CS3 = "' ' . 



a. 



Da ^ »CJf = MCK, so mufs auch ^ CK^ = MCN, =<p 
sein, wenn man den Winkel zwischen den beiden konjugierten 
Halbmessern q) nennt, daher 



(7S3 = r . sin g? =» 



«t 



Nach 280a. ist aber a^ . Jj . sin y = a . 6, also wird 



a . h ' 



übereinstimmend mit 3 17. folgen hieraus für die Krümmungs- 
halbmesser in den Scheiteln der Haupt- und Nebenaxe die 



Werte — und ^r 
' a 



347. Eine weitere Eigenschaft des Krümmungsradius hat 
Steiner aus der anderen Beziehung konjugierter Durchmesser 




Fig. 126. 



MhiINOWSKi, KegelBclinitte. 
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abgeleitet; dafs nämlich a^ + h^ == a* + 6^ ist.*) Setzt man 
hierin den vorher für h^ erhaltenen Wert, so wird 

«1^ + «1 • ^ . sin g? = a^ + &* = a^* — 2a^ . Y . cos (90^ + 9)« 
Macht man also CD = — , so wird 

«' + &' + -f = öl' + X ~ 2ai . ^ . cos (90<> + <p) = JfZ)2. 

Beschreibt man um M den Kreis ^^ dessen Radius 

j/a^ 4" ^* ist, also den Ortskreis der Scheitel der um die 
Ellipse beschriebenen rechten Winkel und schneidet dieser 
MD in Ef so ist 



r* 



= MIß - ME^ = DT« 



4 

wenn DT die von D an diesen Ortskreis gezogene Taugente 
ist. Der um D mit ^ beschriebene Kreis geht also durch T 

und berührt die Ellipse in (7. Man findet also D^ indem man 
einen Kreis beschreibt, der die Gerade O^N^, d. i. die Tangente 
in C berührt und den Ortskreis rechtwinklig schneidet. Da 
aber der Durchmesser CG' durch den Ortskreis ^ harmonisch 
geteilt wird (27 c), so kann mao C finden und hat r = CG'. 

Man hat daher folgende Konstruktion des Krümmungs- 
kreises in einem Punkte C: 

Man schneide die Normale in C mit dem Ortskreise K in 
F und F\ mache FF'CC harmonisch, sdmeide auf der Normale 
CK = CC ab und beschreibe mit KC um K den Krümmungskreis. 

Für den Fall der Parabel geht der Ortskreis Ä in die 
Leitlinie über; deshalb ergiebt sich folgende Konstruktion 
für den Krümmungsmittelpunkt: 

Man schneide die Normalen eines Punktes C mit der Leit- 
linie in jP, schneide auf n die Strecke CK= 2CF ah, so dafs 
K u/nd F amf verschiedenen Seiten von C liegen, so ist K der 
Krümmungsmittelpunkt 



*) Steiner-Schroeter II. T. II. Aufl S. 211. — Steiner; „Über eine 
Eigenschaft der Krümmungshalbmesser der Kegelschnitte", Grelles 
Journal. Bd. XXX. S: 271. 
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348. Da die Konstruktion des Erümmungskreises bei 
Ellipse und Hyperbel auf der Eigenschaft der Normale beruht, 
däfs das Verhältnis ihrer Abschnitte durch die Axen konstant 
bleibt^ diese Eigenschaft aber bei der Parabel fortföllt^ so 
wird eine andere Begründung jener Konstruktion für die 
Parabel notwendig. Diese fliefst unmittelbar aus der Erzeugung 
der Parabel. 

B und Z seien Brennpunkt und Leitlinie einer Parabel, 
A sei ihr Scheitel ^ D und D^ seien zwei beliebige Punkte 




Flg. 127. 

DE und D^E^ senkrecht zur Axe, DG und DiGi die Nor- 
malen in D und D^\ J sei der Schnittpunkt von DD^ mit 
der Axe. 

Unmittelbar aus der Parabelerzeugung folgt, dafs die 
Normalen DG und D^G^ den Geraden BL und BL^ parallel 
sind: also ist 

BG = DL, BG^ = ALi, GG^ = EE^. 

Ferner DL = CE = BG, 

also auch CB = EG -= E^G^, d. h. 

« 
Die Normale eines Paräbelpunktes und^ die von ihm auf die 
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Axe gefällte Senkrechte begrenzen auf der Axe eine Strecke, 
welche gleich dem Parameter ist. 

349. In J und O errichte man auf JD und GD Lote, 
die sich in F schneiden^ so läfst sich um JDGF ein Kreis 
beschreiben^ dessen Mittelpunkt die Mitte M von DF ist. 
Eällt man FH J_ CGy und die Senkrechte aus M auf (76f, so 
halbiert diese die Strecken EH und JG, also ist JE = GH, 
— Denkt man um das Dreieck CD^F einen Kreis beschrieben. 
welcher die Axe noch in X schneiden mag, so folgt JE^ = HX, 
Zählt man die Strecke EE^ =^ GG^ auf beiden Seiten der 
Gleichung JE *== GS zu, so erhält man JE^ = HG^, also 
fallen X und G^ zusammen und die in G^ auf D^G^ errichtete 
Senkrechte ist FG^. Daher sind F und die Hauptaxe AB 
Brennpunkt und Scheiteltangente einer Parabel, welche die 
Gerade DD^ und die Normalen DG xmA^D^G^ zu Tangenten hat: 

Jede Sehne einer Parabel und die Normalen in ihren End- 
punkten sind drei Tangenten einer Parabel 5ß, welche die Hm^ir 
axe der ersten m ihrer Scheiteltangente hat. 

350. Wenn D und D^ unendlich benachbart sind, so 
wird der Schnittpunkt K der beiden Normalen, der Mittel- 
punkt des Krümmungskreises in (7, auch der Berührungspunkt 
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Fig. 128. 



der Parabel 5ß mit der Tangente DG. Man findet ihn, indem 
man FG über G hinaus um sich selbst verlängert, vom End- 
punkte der Verlängerung die Senkrechte auf AB fallt und 
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mit D6r zum Durchschnitte bringt. Demnach gestaltet sich 
die Konstruktion des E[rümmungskreises in einem Punkte D 
einer Parabel auf folgende Art, da DJ in Fig. 127 in diesem 
Falle Tangente und BJ=BG wird: 

Man ziehe die Normale DG^ errichte in G auf derselben 
die Senkrechte und bringe sie in F mit DB zum Durchschnitte, 
verlängere TG über G hinaus um sich selbst bis P, fälle vom 
Endpunkte P der Verlängerung die Senkrechte auf die Axe und 
bringe sie in K zum Durchschnitte mit DG, so ist K der 
Krümmungsmittelpunkt. 

351. Da hier BD = BF ist, so liegt P auf der Parallelen 
durch D zur Axe, also ist PK ± PD-, da femer PK=^FK 
und PD = FD, so ist A DPK^ DFKnnd <^ DFK=^DPK 
= 90®. Man findet daher den Krümmungsmittelpunkt auch 
durch folgende Konstruktion: 

Man verlängere BD um sich selbst bis F, errichte in F 
auf DF die Senkrechte und schneide mit ihr die Normale des 
Punktes D im Krümmungsmittelpunktt K 

351a. Schneidet man die Leitlinie mit der Normale in 
Q und zieht BR || FK, so ist DB = KR, ferner DB = DL. 
^a = ß = y, also A DBR ^ DLQ und 

DQ = DR = RK, d. h. 

Das Stück in der Normale zwischen einem Parabelpunkte 
und der Leitlinie ist halb so grofs wie der Krümmungsradius 
dieses Punktes. 

Dies ist der Satz 347. in anderer Fassung. 

352. Der Satz von Townsend,*) 

Die Brennpunktssehne des Krümmungskreises in einem be- 
liebigen Punkte eines Kegelschnittes ist derjenigen Brennpunkts- 
sehne des Kegelschnittes gleich, welche der Tangente in jenem 
Punkte parallel ist 

Es seien CDE drei Schnittpunkte eines Kreises mit einem 
Kegelschnitte; HJ \\ DE, dann ist (290, 304, 284) 

CK.GK:DK.EK=CB.BG:HB.BJ. 



*) Analytische Geometrie der Kegelschnitte von Salmon-Fiedler. 
IV. Auflage. S. 319. 
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Aber: 

DK.EK^CK.FK, CB,BG=p.CG; HB.BJ=p.HJ{m) 

also GK:FK=CG:HJ. 

Nimmt man die drei Punkte 
CDE unendlich benachbart, so 
fällt auch K mit C zusammen, 
der Kreis geht in den Krüm- 
mungskreis übör und die letzte 
Proportion heifst dann 

GC:FC==GC:HJ, 

woraus folgt 
FC == HJ. 

353. Ausdrücke für den Krümmungsradius. 

Die Brennpunktssehne des Krümmungskreises (Fig. 125) 
sei CF, der Durchmesser desselben CG. Verlängert man MD 
bis zum Durchschnitte mit CF und CG in F^ und G^, so ist 

CF:CG=^CGr.CF,. 

Setzt man CF gleich der zur Tangente in C parallelen Brenn- 
punktssehne s, so ist (352. 332.) 

^^ ~ CG, '^CG^' 

Man erhält hieraus bekannte Ausdrücke für den Krüm- 
mungsdurchmesser, wenn man für s andere Werte sucht. 

Die Sehne 's schneide den Kegelschnitt in S und S^j 
dann ist 

B8.BS^ = ^p.s (172) 

BS . BS^ :p^ = MD" : b^ = MD^ :p . a 

also L s = = — — . 

a a 

Aus CO .CN^ MB'' und CO : CN = b^ : a^ folgt 
CO = y . MD und CO = n gesetzt, 

TT 2C0^ 2n« 

IL s = = . 

p p 

I. In einem CentralJcegelschnitte ist das Produkt der 
halben Hauptaxe und einer Brennpunktssehne gleich dem doppelten 
Quadrate des parallelen Halbmessers. 
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IL In einem CenträlkegelschniUe ist das doppelte Quadrat 
der Strecke einer Normale zwischen dem Kegelschnitte und der 
Hauptaxe gleich dem Produkte aus der zur Normale senkrechten 
Brennpunktssehne und dem Parameter. 

Wenn der Kegelschnitt eine Parabel ist, so fälle man 
ST und S^T^ senkrecht auf die Leitlinie, errichte im Brenn- 
punkte B die Senkrechte auf SS^^ welche die Leitlinie in U 
schneidet, so ist T?7== T^U (Cl Fig. 76), ziehe durch U die 
Parallelezu S!% welche SS^ in U^ schneidet, so ist 

UU, = i (AT + S,T,) = ^{BS + B,S,) = i SS,. 

Die Gerade UUj^ triflFt die Parabel im Punkte C, in welchem 
sie von der zu SS, parallelen Tangente berührt wird und 

daher iat CU = CB = CU, dsi ^ ÜB U, = 90<> ist, 

und BC=CU== CU, = i UU, = i SS, 

und daher 

IIL SS, = s = 4:BC. 

ni. In einer Parabel ist die vierfache Brennpunktsentfemung 
eines Parahelpunktes gleich derjenigen Brennpunktssehne, welche 
der Tangente jenes Punktes parallel ist. 

Bezeichnet man die Strecke CG, der Normale oder, was Kg. 125. 
dasselbe ist, das vom Mittelpunkte M auf die Tangente ge- 
fällte Lot mit q, und den Erümmungsdurchmesser CG mit 2r 
und MB mit h,, so ist 

IV. r = i.^-^ 

oder V. r = — - 

Setzt man hierin q = a,.am<p und a, .b, .simp = a .b, 

b ^ 

so ist VI. r = -^-T-. 

a . 

Wenn man den Wert von s aus der Gleichung IL benutzt, 
SO wird VII. r = 



Aus den Gleichungen I. und IL folgt b,^=n. l/— • 

Y p 

Setzt man diesen Wert in die Gleichung VI, so erhält man 
mit Berücksichtigung, dafs a .p = b^ ist, 
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VlII. r = -y. 

Um den Krümmungsradins bei der Parabel zu erhalten, 
fälle mA vom Brennpunkte B die Senkrechte q auf die 
Tangente, dann ist (Fig. 125) 

CG:CF=CB:q, 

also CG = 2r =^ s . — — , 

daher mit Hilfe von III. • 

IX. r = . 

§ 21. 

Konstruktion von Kegelsohnitten. 

354. Konstruktion von Kegelschnitten , wenn unter deii ge- 
gebenen Stücken HauptelententCy d. i. Brennpunkte, Leitlinien^ 
Mittelpunkt, Axen vorkommen. 

I. Von einem Kegelschnitte kennt man eine Axe der Lage 
ncuah und drei Punkte PQR. 

Man schneide die Axe mit PQ in D und mit PR in E 
mache PQDD^ und PBEE^ harmonisch, so dafs BB^ und 
EE^ zugeordnet sind, falle B-^F und E^G senkrecht auf die 
Axe, so sind die Punkte AA^y welche BF und EG harmo- 
nisch teilen, die Endpunkte der Axe. 

II. Von einem Kegelschnitte kennt man die beiden Leitlinien 
l und l^j einen Punkt P und die Hauptaxe der Lage nach. 

Man fälle PB und PB^ senkrecht auf die Leitlinien, 
konstruiere denjenigen Punkt P^, welcher in Bezug auf P 
symmetrisch zu den Leitlinien liegt, teile PP^ durch DE 
harmonisch, so liegt auf dem Halbkreise über BE der 
Brennpunkt B von l. 

Denn die Gerade, welche auf BB in B senkrecht steht, 
teilt die Sehne PP^^ harmonisch. 

III. Von einem Kegelschnitte kennt man den Scheitelkreis 
und zwei Gerade durch die Brennpunkte. 

Man lege durch den Mittelpunkt M des Scheitelkreises 
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eine solche Strecke zwischen die gegebenen Geraden^ dafs sie 
in M halbiert wird; ihre Endpunkte sind die Brennpunkte. 

IV. Von einem Kegelschnitte kennt man den Scheitelkreis 
und zwei Punkte der Leitlinien. 

Da die Brennpunkte die Pole der Leitlinien in Bezug auf 
den Scheitelkreis sind^ so konstruiere man die Polaren der 
gegebenen Punkte bezüglich des Scheitelkreises und lege 
zwischen sie eine solche Strecke, dafs der Mittelpunkt M des 
Kreises ihr Halbierungspunkt wird, so sind die Endpunkte 
derselben die Brennpunkte. 

V. Von einem Kegelschnitte kennt man den Scheitelkreis 
und zwei Funkte, 

Die gebenenen Punkte seien P und Q\ man schneide mit 
PQ den Scheitelkreis in PiQi, so ist jeder der beiden Punkte 
B und S, welche die Strecken PQ und P^Q^ harmonisch 
teilen, ein Punkt der Hauptaxe des Kegelschnittes. Es giebt 
also zwei Kegelschnitte, welche der Aufgabe genügen; ihre 
Hauptaxen sind, wenn man mit M den Mittelpunkt des 
Scheitelkreises bezeichnet, BM und SM, 

VI. Vmt einem Kegelschnitte kennt man die Lage einer 
Äxe, den, Mittelpunkt und zwei Punkte, 

Es sei M der Mittelpunkt; P und Q seien die gegebenen 
Punkte. Man schneide die Axe mit PQ in D, mache PQDE 
harmonisch, so dafs D und E zugeordnet sind, fälle EF 
senkrecht auf die Axe und konstruiere die Länge der halben 
Axe aus der Gleichung x^ = MD . MF. 

VII. In einem durch den Mittelpunkt M und drei Punkte 
PQB gegebenen Kegelschnitte den zu PM konjugierten Durch 
niesser zu ziehen. 

Man schneide PM mit QB in 2), mache QBDE harmo- 
nisch, schneide auf MP die Strecke MP^^ = MP ab, mache 
PP^DF harmonisch, ziehe EF und durch M eine Parallele 
zu EFj so ist sie der zu MP konjugierte Durchmesser. 

VIII. Gegeben sind die Axen; man soll auf einer durch 
den Mittelpunkt M gelegten Geraden g die Schnittpunkte konstruieren. 

In dem Endpunkte Ä der einen Axe ziehe man die 
Tangente, welche ^ in D schneiden mag, fälle von D auf 
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die andere Axe die senkrechte Sehne EF^ mache EFDG 
harmonisch^ so dafs DG zugeordnet sind, schneide g mit ÄG 
in H, so ist die Länge des Halhmessers auf g gegeben durch 
die Gleichung x^ == MD . ME. 

IX. Die Schnittpunkte einer Geraden g mit einem durch 
die Axen bestimmten Kegelschnitte zu konstruieren. 

Die Endpunkte der einen Axe seien Ä und A^^] in ihnen 
errichte man die Senkrechten und schneide mit denselben jf in 
D und Dl. Von D und Dj^ fälle man auf die andere Axe die 
senkrechten Sehnen EF und E^F^, mache EFDG und 
E^F^D^Gi, so dafs DG und D^G^ harmonisch sind, schneide 
g mit AG in H und mit A^G^ in H^, so sind die beiden 
Punkte, welche die Strecken DH und D^H^ harmonisch teilen, 
die Schnittpunkte von g mit dem Kegelschnitte. 

X. Ein Kegelschnitt ist durch die beiden Brennpunkte BB^ 
und einen Funkt P gegeben; man soll seine Schnittpunkte mit 
einer Geraden g konstruieren, 

a. Da JBP+ B^P die Länge der Hauptaxe ist, so kennt 
man deren Endpunkte und folglich die Leitlinien l und \ 
Diese mögen g in D und D^ treffen; man ziehe DB und 
D^B^, errichte in B und B^ auf diesen Verbindungslinien die 
Senkrechten, welche g in E und E^ schneiden, so sind die- 
jenigen beiden Punkte, welche die Strecken DE und D^E^ 
harmonisch teilen, die gesuchten Schnittpunkte. 

ß. Man konstruiere um B^ mit der Summe oder Differenz 
BP +B^P einen Kreis, fälle von B auf g die Senkrechte 
BDy verlängere sie über D um sich selbst bis E, so sind die 
Mittelpunkte derjenigen beiden Kreise, welche durch B und E 
gehen und den um B^ gezeichneten Kreis berühren, die 
Schnittpunkte von g mit dem Kegelschnitte. 

XI. Von einem Kegelschnitte kennt man drei Tangenten 
und einen Brennpunkt 

Die Fufspunkte der Senkrechten aus dem Brennpunkte 
auf die Tangenten liegen auf dem Scheitelkreise. 

XII. Von einem Kegelschnitte kennt man drei Punkte und 
eine Leitlinie, 

Die gegebenen Punkte seien PQR, die gegebene Leit- 
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linie L Man ziehe PQ bis zum Durchschnitte B^ mit l^ mache 
PQB^R^ harmonisch, so dafs B^Ii2 zugeordnet sind, so liegt 
der Brennpunkt B von l auf einem Kreise über B^B^, 
Schneidet man ferner l mit QB in P^ und mit BF in Q^y 
macht QBP^P^ und BPQ^Q^ harmonisch, so liegt derselbe 
Brennpunkt B auch in den über PiP^ und QiQ<^ beschriebenen 
Kreisen. 

XIII. Von einem Kegelschnitte icennt man drei Punkte und 
einen Brennpunkt. 

a. Die gegebenen Punkte PQB verbinde man mit dem 
gegebenen Brennpunkte B. Man konstruiere die Halbierungs- ' 
linien der Winkel PBQy QBB, BBP und ihrer Nebenwinkel 
durch die Geraden r^r^, PiP^, 3'i3^2> welche die Geraden 

PQ, QB, BP 
in B,B,, P,P,, Q,Q, 

schneiden. Jeder dieser Punkte ist ein Punkt einer Leitlinie 
des Kegelschnittes. Diese sechs Punkte liegen daher viermal 
zu je drei in einer Geraden: 

PxQyB^, P^Q^B^y P^Q^B^y B^Q^^i 

und diese vier Geraden bilden ein vollständiges Vierseit, 
dessen Diagonaldreieck PQB ist und dessen drei Diagonalen 
die Strecken 

/ ^1-^2; ^1^2? B^B^ 

sind. Da der Brennpunkt B auf jedem über einer dieser 
Diagonalen beschriebenen Kreise liegt, so folgt der schon 
früher bewiesene Satz: 

Die Kreise Ober den Diagonalen eines vollständigen Vier- 
seits schneiden sich in einem Punkte. 

ß. Eine andere Auflösung beruht auf dem Satze, dafs 
ein Kreis über der Verbindungslinie des Brennpunktes mit 
einem Punkte des Kegelschnittes den Scheitelkreis berührt. 
Man verbinde also B mit PQB und beschreibe über BP 
BQy BB Kreise, so ist derjenige Kreis, welcher alle drei 
Kreise berührt, der Scheitelkreis. * Solcher Berührungskreise 
giebt es vier, also hat die Aufgabe, wie auch die vorige 
Lösung ergab, vier Auflösungen. 
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XIV. Von einem Kegelschnitte kennt man einen Brenn- 
punkt, einen Punkt und zwei Tangenten. 

a. Den gegebenen Brennpunkt JB yerbinde man mit dem 
gegebenen Punkte P und beschreibe über BP einen Kreis 
fälle dann auf die gegebenen Tangenten q und r die Senk- 
rechten BQ und BBj so sind diejenigen Kreise, welche den 
über BP beschriebenen Kreis und die Punkte Q und B be- 
rühren, Scheitelkreise der gesuchten Kegelschnitte. 

ß. Die' Tangenten g und r mögen den gesuchten Kegel- 
schnitt in D und E berühren und sich in F schneiden. Der 

Pol von BF mufs auf 
der Polare BE von F 
und auch auf dem in B 
auf BF errichteten Lote 
liegen, da je zwei senk- 
rechte Strahlen im Brenn- 
punkte konjugiert sind. 
Also ist der Schnitt- 
punkt G beider Geraden 
der Pol von BF. Dieser 
liegt aber, da -F(Di;jBG) 
harmonische Strahlen 
sind, auf der Leitlinie l des Brennpunktes B und ist somit 
ein fester Punkt. Also: 

Die Berührungssehnen aller konfokalen Kegelschnitte mit 
zwei festen Tangenten gehen durch einen festen Punkt auf der 
Leitlinie des gemeinschaftlichen Brennpunktes, 

Verbindet njan 6r mit P, so ist derjenige Punkt Pi, 
welcher P von G und seiner Polare BF harmonisch trennt, 
ein Punkt des Kegelschnittes. 

Ist B^ der zweite Brennpunkt des Kegelschnittes, so ist 

<^ BEB = EFB^, 

Ferner ist BP + B^P = BP^ + B^P^ 

jenachdem der Kegelschnitt Ellipse odet Hyperbel ist, also 

BP - BP, •= + {B^P - B,P,). 

Beschreibt man mit dieser bekannten Differenz um P 
einen Kreis, so ist B^ der Mittelpunkt eines Kreises, welcher 
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den vorigen berührt, durch P^ geht und dessen Mittelpunkt 
auf dem freien Schenkel des Winkels EFB^ liegt. 

XV. V(m einem Kegelschnitte Jcennt man einen Brennpunkt^ 
zwei Punkte und eine Tangente, 

a. Sind B der Brennpunkt, P und P^ die gegebenen 
Punkte, r die gegebene Tangente, so beschreibe man über 
BT und PPj Kreise, fälle auf r die Senkrechte BR, so sind 
diejenigen Kreise, welche die vorhin beschriebenen Kreise 
und den Punkt B berühren, Scheitelkreise der gesuchten 
Kegelschnitte. 

ß. Da (Fig. 130) ^ FBG = 90« ist, so sind BJ und BG 
Halbierungslinien des Winkels PBP^ und seines Nebenwinkels, 
also sind die Punkte G und J bekannt-, ferner ist der Schnitt- 
punkt F der Tangente r mit der Winkelhalbierenden BJ be- 
kannt, also läfst sich die Tangente q konstruieren, welche 
r von FB und FG harmonisch trennt. Man hat also wieder 
die vorige Aufgabe. 

XVI. Einen Kegelschnitt zu konstruieren, wenn gegeben sind: 

a. ein Brennpunkt, zwei Punkte und die Lage der Hauptaxe. 

b. Ein Brennpunkt, zwei Punkte wnd die Länge der Hauptaxe. 

c. Ein Brennpunkt, ein Punkt, eine Tangente und die Länge 
oder Lage der Hauptaxe. 

d. Ein Brennpunkt, zwei Tangenten und die Länge oder 
Lage der Hauptaxe. 

Die Auflösung ist ähnlich wie bei den vorhergehenden 
Aufgaben. 

XVII. Von einem Kegelschnitte kennt man einen Brenn- 
punkt B, die Länge der Nebena^xe und 

a. zwei Punkte 

b. einen Pimkt und eine Tangente 

c. zwei Tangenten. 

Fällt man vom Brennpunkte auf die zur Hauptaxe 
parallelen Tangenten die Senkrechten, so liegen ihre Fufspunkte 
auf dem Scheitelkreise. Die Senkrechte ist aber gleich der 
Nebenaxe und der um B mit ihrer Hälfte beschriebene Kreis 
wird vom Scheitelkreise unter dem Durchmesser geschnitten. 

Sind P und Q die gegebenen Punkte, so berührt der 
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Scheitelkreis die über BF und BQ beschriebenen Kreise, 
also ist die Aufgabe a. auf folgende zurückgeführt: 

Einen Ereis zu zeichnen^ der zwei andere berührt und 
einen dritten unter dem Durchmesser schneidet. 

Analog löst man b. und c. 

XVIII. Aus zwei der Größe und Lage nach gegebenen 
TiOnjugierten Durchmessern die Axen der Lage und Gröfse nach 
m Jconstruieren. 

Sind AB und CD die konjugierten Durchmesser^ so ziehe 
man in den Endpunkten die parallelen Tangenten; die Diago- 
nalen des Yon ihnen gebildeten Parallelogramms schneiden 
sich im Mittelpunkte M des Kegelschnittes und sind auch 
konjugierte Durchmesser. Beide Paare konjugierter Durch- 
messer bestimmen eine Involution^ in welcher das rechtwink- 
lige Strahlenpaar die Axen des Kegelschnittes bildet. Mit der 
Tangente in A schneide man die eine Axe in E, ziehe EF 
parallel zu AB bis zum Durchschnitte mit CD in F, mache 
CDFG harmonisch; sodafs F und G zugeordnet sind, so ist 
AG die Polare von E. Sie schneide die Axe ME in H] 
aus der Gleichung a^ = ME . MH bestimmt man die Länge 
der Halbaxe. 

XIX. Aus drei Punkten PQR und einem der Lage und 
seinem der Richtung nach gegebenen konjugierten Durchmesser 
die Grösse des ersten zu bestimmen. 

Die Sehnen BQ und BR schneiden einen Durchmesser in 
i?i und Q^'^ man mache PQR^R^ und BRQ^Q^ harmonisch, 
so dafs R^R^ und Q^Q^ zugeordnet sind, ziehe durch R^ und 
Q^ Parallelen zur Kichtung des zweiten Durchmessers, bis sie 
den ersten in R^ und Q^ treffen und konstruiere dasjenige 
Punktpaar, welches die Strecken R^R^ und QiQi harmo- 
nisch teilt. 

XX. Von einem Kegelschnitte kennt man den Mittelpunkt 
und drei Tangenten; man soll die BerührungspunJcte des letzteren 
konstruieren. 

Die Tangenten bilden das Dreieck ABC, die Berührungs- 
punkte seien A^B^C^, der Mittelpunkt sei M. Die Gerade 
A^B^ ist die Polare von C und wird also von dem durch 
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C gehenden Durchmesser CM in D halbiert. Da aber alle 

Strecken zwischen den 
Tangenten AC und BG, 
welche durch GM halbiert 
werden, dieselbe Richtung 
haben, so ist A^B^ und 
ebenso Ay^G^^ und B^^G^ 
der Richtung nach be- 
kannt. Man hat also in 
das Dreieck ABG ein 
anderes zu zeichnen, dessen 

Seiten eine bestimmte Richtung haben. VII. 

Die Hilfsaufgabe löst man leicht auf folgende Art. Man 
zeichnet ein beliebiges Dreieck 3liS3i6i mit den gegebenen 
Seitenrichtungen und legt durch seine Ecken Parallelen zu 
den Seiten von ABG, welche sich in ?IS3® treffen, so müssen 
sich A%, JB93, C© in einem Punkte P schneiden. Mit ST^P, 
aSjP, SiP schneidet man die Seiten PC, AG, AB in den ge- 
suchten Punkten A^B^G^. 

XXI. Von einem Kegelschnitte kennt man den Mittelpunkt 
und ein Poldreieck, 

Der Mittelpunkt sei 
M, das Poldreieck ABG. 
Man schneide die Seiten 
desselben mit AM, BM, 
GM in 31, 35, 6, so wer- 
den die Durchmesser 
A^A^^ JiiB^, G1G2 durch 
-421, P33, (7© harmonisch 
geteilt, also ist 

MA,^ = MA . M%. 

XXII. Von einem Kegelschnitte kennt man einen Brenn- 
punkt und ein Poldreieck, 

Der BrennpunJ^t sei F, das Poldreieck ABG, Sind D 
und E die Schnittpunkte der Leitlinie des Brennpunktes F 
mit BG und AB, so sind AF und GF die Polaren von D 
und E* Denn die Polare eines Punktes der Leitlinie geht 
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durch den Brennpunkt und 7) liegt auf der Polare BC von 
Aj E auf derjenigen AB von C Man kennt also die Leitlinie. 




Fig. 183. 

Die Gerade AF schneide BG in (r; sind dann H und J 
die Schnittpunkte mit dem Kegelschnitte, so trennen sie sowol 
B und G als D und G harmonisch und sind dadurch bestimmi 

XXIII. Von einem Kegelschnitte kennt man eine Leülink 
und ein Poldreieck. Fig. 133. 

Gegeben sei die Leitlinie l und das Poldreieck ABC. 
Da D und E bekannt und ^ AFD = GFE = 90« ist, so 
findet man den Brennpunkt F. 

Wenn man noch l mit AG in K schneidet, so ist auch 
^^1^JB = 90^ Die vier Geraden Z, AB, BG, AC bilden 
ein vollständiges Vierseit, in welchem AD, GE, BK die 
Diagonalen sind. Die Kreise über diesen schneiden sich in F. 
Daraus aber folgt der Satz: 

„Wenn man über den Diagonalen eines vollständigen 
Vierseits Kreise zeichnet, so schneiden sich dieselben in einem 
Punkte, dem Brennpunkte eines Kegelschnittes, welcher die 
eine Seite als Leitlinie und die drei anderen als Poldreiseit hat.*' 

XXIV. Von einem Kegelschnitte kennt man einen Brenn- 
punkt, einen Punkt und ein Pa^r Pol und Polare. 

Der Brennpunkt s^ei J5, der gegebene Punkt P, und das 
Paar Pol und Polare seien A und a. Verbindet man A mit 
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Bj so mufs der Pol von AB sowol auf a, als auf der Senk- 
rechten in B auf BA liegen; der Schnittpunkt beider sei G. 
Konstruiert man dann auf GP denjenigen Punkt Q, welcher P 




Fig. 134. 

von G und seiner Polare AB und ebenso auf AP denjenigen 
Punkt iJ, welcher P von A und a harmonisch trennt, so sind 
Q und B Punkte des Kegelschnittes. 

XXV. Von einem Kegelschnitte Jcennt man einen Brennpunkt, 
eine Tangente und ein Paar Pol und Polare, Fig. 134. 

Brennpunkt und Tangente seien B und p, Pol und Polare 
A und a^ Man bestimmt zuerst, wie in der vorigen Aufgabe, 
den Punkt G als Durchschnitt von a mit der in B auf AB 
errichteten Senkrechten. Die Tangente p schneide a in D; 
man findet die zweite Tangente durch D als diejenige Gerade, 
welche p von a und A harmonisch trennt; man schneide 
ferner p mit AB in J57, dann ist GP die Polare von E und die- 
jenige Gerade, welche p von GE und AE harmonisch trennt, 
ist die andere Tangente durch E. Also kennt man vom 
Kegelschnitte einen Brennpunkt und drei Tangenten. 

XXVL Von einem Kegelschnitte kennt man eine Leitlinie, 
eine Tangente mit ihrem Berührungspunkte und einen Punkt 

Die Leitlinie sei 2, die Tangente mit ihrem Berührungs- 
punkte p und P, der Punkt Q, Schneidet man die Leitlinie 

MiiiiNOWSKi, Kegelschnitte. 15 
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Fig. 135. 



mit p in A^ so mufs der Brennpunkt auf einem Kreise über 
AF liegen. 

Wenn PQ die Leitlinie in 
C trifft, so ist die Polare von 
C diejenige Gerade, welche im 
\ \ Brennpunkte B auf CB senk- 

recht steht; sie treffe FQ in 
\ \ D, dann sind CDPQ harmo- 

nisch, und da 

^(7jBD = 90«, 

so ist 

^^ ^DBP=DBQ 

und 

CP:DP=BP:BQ:^p:q 

wenn p und q die von P und 
Q auf l gefällten Senkrechten 
sind. Mau kann demnach den 
Punkt jD konstruieren und hat 

als zweiten Ort für den Brennpunkt B den Kreis über CD 

als Durchmesser. 

XXVII. Von einem Kegelschnitte kennt man den Mittel- 
punict, eine Leitlinie und einen Punkt. Fig. 135. 

Mittelpunkt, Leitlinie und Punkt seien M, l, P. Man 
ziehe JfP, mache darauf MP^ = MPy so ist P^ ein zweiter 
Punkt des Kegelschnittes, schneide l mit MP in J5?, so trifft 
die Polare von E^ die Gerade MP in demjenigen Punkte P, 
welcher E von P und P^ harmonisch trennt. Diese Polare 
steht in B auf EB senkrecht, also liegt B auf einem 
Kreise über EF als Durchmesser, welcher die Axe im Brenn- 
punkte trifft. 

XXVIII. Von einem Kegelschnitte kennt man eine Leit- 
linie Ij einen Punkt P und ein Paar Pol und Polare A und a. 
Fig. zu XXIV. 

G sei der Schnittpunkt von l und a; dann ist '^-4jB(7=90^, 
wenn B den Brennpunkt bezeichnet, also hat man im Kreise 
über AC als Durchmesser einen Ort für den Brennpunkt 
Da AB die Polare von C ist, so findet man auf CP den 
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zweiten Schnittpunkt Q mit dem Kegelschnitte, wenn man C 
und AB durch P und Q harmonisch trennt. Weiter verhalten 
sich PB und QB^ wie die Entfernungen der Punkte P und Q 
von der Leitlinie, also kennt man einen zweiten Ort für den 
Brennpunkt. 

XXIX. Von einem Kegelschnitte kennt man einen Brenn- 
punkt, seine Leitlinie und zwei konjugierte Funkte. 

Brennpunkt und Leitlinie seien B und l\ die beiden kon- 
jugierten Punkte seien P und P^. Man schneide l mit PP^ 
in Q^ konstruiere die Polare von Q^ indem man in B auf 
BQ die Senkrechte errichtet, und schneide mit ihr PP^ in Q^y 
so sind auch QQ^ konjugierte Punkte. Dadurch aber ist die 
Involution konjugierter Punkte auf der Geraden PQ gegeben. 
Wenn diese Involution Doppelpunkte hat, so sind es 
Punkte des Kegelschnittes. 

Im anderen Falle 
ziehe man BP und 
senkrecht darauf BRy 
dann ist der Schnittpunkt 
G von JSÖi und RP^ 
der Pol von g. Man 
schneide nun l mit BG 
in Ay dann liegt das 
Punktpaar CD, welches 
die Strecken AB und 
GQ^ harmonisch teilt, 
auf dem Kegelschnitte. 

XXX. Von einem Kegelschnitte kennt man die Lage der beiden 
Axen und auf einer Geraden g die Involution konjugierter Punkte, 

Man schneide die beiden Axen, die sich in M schneiden, 
mit ^ in P in Q, bestimme auf g die involutorisch zugeord- 
neten Punkte Pi und Q^, falle von P^ und Q^ auf PM und 
QM die Senkrechten, P^P^ und Q^Q^, so findet man die End- 
punkte AA^ und BB^ der Axen, welche durch PPg und QQ^ 
harmonisch getrennt werden, aus den Gleichungen MA? = MA^ 
== MP.MP^ und MB^ = MB^^ = MQ . MQ^. 

XXXI. Von einem Kegelschnitte kennt man die Lage der 
leiden Axen und ein Paar Pol und Polare. 

15- 




Fig. 136. 



228 § 21. Eonstraktion von Kegelschnitten. 

Der Mittelpunkt des Kegelschnittes sei M^ das Paar Pol 
und Polare sei A und a. Man schneide die eine Axe mit a 
in Py so mufs die Polare von P durch A gehen und auf der- 
selben Axe senkrecht stehen; daher fälle man die Senkrechte 
AQ auf diese Axe und bestimme die Länge der Ealbaxe aus 
der Gleichung 

x^ = MP.MQ. 

XXXn. Von einem Kegdschnitte kennt man einen Brem- 
punkt, seine Leitlinie und ein Paar Pol und Polare. 
Auflösung wie in XXXI. 

XXXni. Von einem Kegelschnitte kennt man 8wei Paare 
konjugierter Durchmesser und zwei konjugierte Punkte. 

Der Mittelpunkt sei Jf; die beiden konjugierten Punkte 
seien A und A^. Durch zwei Paare konjugierter Durchmesser 
sind alle Paare bestimmt j man schneide die Gerade AA^ mit 
dem zur Richtung von AA^ konjugierten Durchmesser in §, 
so ist Q der^ Centr alpunkt der Involution konjugierter Punkte 
auf AA^'^ dadurch und durch AA^ ist diese Involution aber 
bestimmt. 

Wenn AA^ den Kegelschnitt • schneidet, also A und A-^ 
auf derselben Seite des Centralpunktes liegen, so bestimmt 
man die Länge der durch Q gehenden Sehne aus der Gleichung 

x^ = QA. QA^. 

XXXIV. Gegeben sind von einem Kegelsdinitte ein Durch- 
messer der Gröfse und Lage nach, die m ihm konjugierte Bichtung 
und ein Paar konjugierter Punkte. 

Die Endpunkte des Durchmessers seien A und 8(, der 
Mittelpunkt sei M] die konjugierte Richtung ist durch die 
Gerade l bestimmt. Femer seien B und B^ zwei konjugierte 
Punkte. Die Gerade BB^ schneide den Durchmesser in C; 
man mache A^C^ harmonisch, so ist die Parallele durch 6 
zu l die Polare von C; sie schneide die Gerade BB^ in 6], 
dann sind Cßi auch zwei konjugierte Punkte. 

Wenn BB^^ den Kegelschnitt triflft, so sind diejenigen 
Punkte, welche BB^ und (76i harmonisch teilen, Punkte des 
Kegelschnittes. 

Wenn BB^ den Kegelschnitt nicht trilßft, so konstruiere 
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man auf ihr den Centralpunkt Q der Involution, dann liegt auf 
MQ der Pol P von BBy Dieser liegt auch auf der Polare von (7, 
also kann man ihn finden und bestimmt dann auf dem Durch- 
messer MF die Länge x des Halbmessers aus der Gleichung 

XXXV. Gegeben ist der Mittelpunkt M, ein P(zar Pol 
und Polare Ä und a und ein Paar konjugierter Punkte P und P^. 

Die Gerade a ist die zum Durchmesser AM konjugierte 
Richtung; ist B der Schnittpunkt beider, so ist die Länge x 
des Halbmessers gegeben durch die Gleichung x^ = MÄ • MB, 
Dadurch aber ist die Aufgabe auf die vorige zurückgeführt. 

XXXVI. Gegeben ist ein Poldreieck, eine Axe und die 
Diagonale eines umgeschriebenen Bechtecks. 

Man konstruiere um das Poldreieck den Kreis und einen 
anderen mit der gegebenen Diagonale als Radius, welcher jenen 
rechtwinklig schneidet und dessen Mittelpunkt auf der Axe 
liegt, so ist letzterer auch der Mittelpunkt des Kegelschnittes. 

XXXVII. Von einem Kegelschnitte kennt man die Lage einer 
Axe und zwei Paare Pol und Polare, 

Es seien A und a, B und b die beiden Paare Pol und 
Polare. Man schneide die Axe mit a und b in % und S5, 
fälle senkrecht auf die Axe A%^ und JBS5i und konstruiere 
das Punktpaar, welches %%^ und S3S5i harmonisch trennt, so 
liegt es auf dem Kegelschnitte. 

XXXVIII. Von einem Kegelschnitte kennt man eine Axe 
der Lage nachj ein Paar Pol und Polare und zwei konjugierte 
Funkte, 

Es sei B der Brennpunkt, A und a das Paar Pol und Fig. ist. 
Polare. Letztere schneide die Axe in (7; man fälle c von A 
aus senkrecht auf die Axe, so ist c die Polare von C Schnei- 
det mau noch a mit c in D, so ist AC die Polare von D. 

Sind P und P^ die gegebenen konjugierten Punkte, so 
schneide man c mit PP^ in 2?; auf c ist durch die beiden 
konjugierten Punkte A und 7)iund durch den Centralpunkt Q, 
den Schnittpunkt mit der Axe, die Involution konjugierter 
Punkte bestimmt. Ist SR der zu JR konjugierte Punkt, so ist 
(791 die Polare von JR; sie schneidet PP^ in dem zu B kon- 
jugierten Punkte B^, 
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Giebt es ein Punktpaar, welches die Strecken PP^ und 
22 22^ harmonisch teilt, so gehört es dem Kegelschnitt an. 

Wenn es fibin solches 
Punktpaar giebt, so 
schneide man PP^ mit a 
in /S, konstruiere zu S auf 
PP^ den involutorisch zu- 
geordneten Punkt Siy so 
ist ÄSi die Polare von S 
und schneidet 9lJBi im 
Pole G von PP^. Man 
verbindet G mit der inner- 
halb des Kegelschnittes 
liegenden Ecke des Pol- 
dreiecks äGD und erhält 
auf der Verbindungslinie 
zwei Paare konjugierter 
^'»- ^^^- Punkte. Dasjenige Punkt- 

paar, welches beide harmonisch trennt, liegt auf dem 
Kegelschnitte. 

XXXIX. Von einer Parabel Jcennt man den Brennpunkt 
und ein Paar Pol und Polare. 

Der Brennpunkt sei B, das Paar Pol und Polare sei Ä 

und a. Errichtet man in 
B auf ^J5'die Senkrechte, 
so trifft sie die Polare a 
in einem Punkte G der 
Leitlinie, denn der Pol 
von AB mufs sowohl auf 
der in B errichteten Senk- 
rechten, als auf a, als auf 
der Leitlinie liegen. Man 
kennt somit einen Punkt 
der Leitlinie l. Um einen 
zweiten Punkt derselben zu 
erhalten, denke man sich 
AD senkrecht auf die 
Leitlinie gefällt, dann liegt der Pol von AD im Unendlichen 
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auf a und auf der Polare d von D, welche im Brennpunkte B 
auf DB senkrecht steht. Diese mufs daher zu a parallel 



sein^ also ist 



BD±a. 



Man findet also D, indem man von B die Senkrechte 
auf a fällt und mit dem Halbkreise über J. (7 als Durchmesser 
zum Durchschnitt bringt. 

XXXX. Von einer Parabel kennt tnan die Leitlinie und 
ein Paur Pol und Polare. Fig. 138. 

Die Leitlinie sei Z, Pol und Polare seien Ä und ß^ 
Der Brennpunkt B mufs auf einem Kreise über ÄC als 
Durchmesser und auf der Geraden liegen, welche man senk- 
recht von D auf a fällt. 

XXXXI. Von einer Parabel Jcennt man die ScJwiteltangente 
und ein Paar Pol und Polare, 

Die Scheiteltangente 
sei s, Pol und Polare 
seien A und a. 

Fällt man ^(7 senk- 
recht auf s, und ist D 
der Schnittpunkt von ^(7 
mit a, so ist die Mitte E 
von AB ein Punkt der 
Parabel und die Parallele 
durch E zu a ist eine 
Tangente der Parabel. 
Sie schneide s in F. — 
Ist B der gesuchte Brenn- 
punkt, so mufs BF auf 
EF senkrecht stehen und 
^^^' ^^^' zieht man BG senkrecht 

auf s bis zum Durchschnitte mit EF^ so ist 

FG = FE. 

XXXXII. Von einer Parabel kennt man die Lage der Axe 
und ein Paar Pol und Polare, 

Die Gerade g sei die Axe, A und a seien Pol und Polare. 
Man schneide g mit a in C, fälle AB senkrecht auf g^ 
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so ist der Scheitel S der Parabel derjenige Punkt, welcher 
CD halbiert. Damit ist die Aufgabe auf XXXXL zurückgefohri 
XXXXin. Von einer Parabel kennt man zwei Funkte und 
die Lage der Axe, 

Die Punkte seien A und By die Lage der Axe sei durch 
die Gerade g bestimmt. 

Man schneide g mit AB in. Cy mache AB CD] harmonisch, 
so dafs C und D zugeordnet sind, falle DE senkrecht auf g 
und halbiere CE in 5, so ist S der Scheitel der Parabel. 

XXXXrV. Von einer Tarabd kennt man zwei Tangenteti 
und die Lage der Axe. 

Die beiden Tangenten a und 6 mögen sich in P schnei- 
den; durch P ziehe man die Gerade c parallel zur Axe und 
eine zweite Gerade d so, dafs 

^ (ac) = (bd) 
dann triflft d die Axe im Brennpunkte. 

XXXXV. Von einer Parcel kennt man drei Punkte und 
die Bichtimg der Axe. 

Die gegebenen Punkte seien ABC, die Axe soll einer 
Geraden g parallel laufen. 

Halbiert man AB in D und fällt DE senkrecht auf die 

Leitlinie, schneidet mit DE die Parabel 
in Gj so ist die Verbindungslinie von 
E mit dem Brennpunkte F senkrecht 
auf der in G gezogenen Tangente und 
daher auch senkrecht auf der Sehne AB, 
Aus der Mitte D^ von ÄC fälle man 
D^E^ senkrecht auf die Leitlinie, so 
mufs auch JS^JP senkrecht auf AC stehen. 
Wenn man auf den Geraden DE 
und D^E^ irgend zwei Punkte XundXi 
nimmt, deren Verbindungsgerade senk- 
recht zur Axe steht, so müssen die 
Senkrechten aus ihnen auf die Sehnen AB und AC sich stets 
in einem Punkte Y der Axe schneiden. Man kann daher einen 
Punkt der Axe finden und die Parallele durch ihn zu g giebt 
dann die Axe selbst. Dadurch ist die Aufgabe auf XXXXTII. 
zurückgeführt. 




Fig. 140. 
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XXXXVI. Von einer Farahel Jcennt man drei Tangenten und 
die Richtung der Axe, 

Die gegebenen Tangenten seien abCy die Axe soll einer 
Geraden g parallel seili. 

Die Schnittpunkte der Tangenten a und b, b und c, c und a 
mögen mit C, Ä, B bezeichnet werden. Zieht man durch 
diese Parallelen zur Axe^ so halbieren sie die Beruhrungs- 
sehnen. Da aber die Parallelen bekannt sind; so kennt man 
auch die Richtung der Berührungssehnen. Zeichnet man dem- 
nach in das Dreick ABC ein anderes, dessen Seiten die be- 
kannten Richtungen der Berührungssehnen haben, so sind 
seine Ecken die Berührungspunkte. Den Brennpunkt findet 
man, wenn man in A und B die Parallelen a^ und \ zur 
Axe zieht und durch dieselben Punkte andere Gerade a^ und 
&2 zieht, so dafs 

^ {AC, «0 = {AB, «,) und ^ {BG, h,) = {BA, \) 

ist und die Geraden a^ und b^ zum Durchschnitte bringt. 

XXXXVII. Von einer Parabel kennt man ein Poldreieck und 
die Richtung der Aoce. 

Das Poldreieck sei ABC, die Axe sei der Geraden g 
parallel. 

Zieht man durch A die Parallele zur Axe, welche BC in 
Aj^ schneiden mag, so mufs die Polare von A^ durch A gehen, 
also ist die Mitte A2 von AA^^ ein Punkt der Parabel und 
die Parallele a durch Jg ®^^® Tangente derselben. In analoger 
Weise erhält man noch zwei Punkte der Parabel mit ihren 
Tangenten. 

XXXXVIII. Von einer Parabel kennt man Brennpunkt 
und Leitlinie; man soll ihre Schnittpunkte mit einer Geraden g 
konstruieren, 

Brennpunkt und Leitlinie seien B und Z, die gegebene rig. i4i. 
Gerade sei g. 

a. Man kann zunächst die zu g parallele Tangente und 
ihren Berührungspunkt konstruieren. Dazu ß.lle man BA 
senkrecht auf die Leitlinie, halbiere AB in G, errichte in G 
die Scheiteltangente c, und schneide sie mit der aus B auf g 
gefällten Senkrechten in D, so ist die durch D zu ^ gezogene 
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Parallele Tangente der Parabel. Um den Berührungspunkt 
zu finden, verlängere man BD bis zum Durchsclinitte E mit 

der Leitlinie, so trifft die durch 
E zur AxcT parallel gezogene Ge- 
rade die Tangente im Berührungs- 
punkte F und die Gerade g im 
Halbierungspunkte G der auf ihr 
abgeschnittenen Parabelsehne. 

Schneidet man femer die 
Leitlinie l mit g in Hy zieht EB 
und in B darauf die Senkrechte, 
welche g m J treffen mag, so 
wird die Parabelsehne durch H 
und J harmonisch geteilt. Die 
^^«- ^*^- Hälfte X dieser Sehne wird daher 

bestimmt durch die Gleichung 

x^=^GH' GJ. 

ß. Sind K und L die gesuchten Schnittpunkte, KKi und 
LLi senkrecht zur Leitlinie, so ist 

KB = KK, und LB = LL^. 

Daher sind L und L^ die Mittelpunkte zweier Kreise, 
welche B und l berühren. Man findet leicht einen zweiten 
Punkt B^, durch den diese Kreise gehen müssen, nämlich den 
G^genpunkt von B in Bezug auf g. 

XXXXIX. Von einem Kegelschnitte kennt man einen Brenn- 
punkt, seine Leitlinie und einen Punkt; man soll seine Schnitt- 
punkte mit einer Geraden bestimmen. 

Brennpunkt und Leitlinie seien B und ü, der gegebene 
Punkt sei P, die gegebene Gerade g. 

a. Man fälle BA und PD senkrecht auf l, teile AB in 
Verhältnisse PD : PB in den Punkten C und C^, so sind diese 
Punkte die Endpunkte der Hauptaxe. Man kann daher leicht 
den zweiten Brennpunkt B^ und die zweite Leitlinie l^ kon- 
struieren. 

Die gegebene Gerade g schneide l und l^ in G und Gj; 
man konstruiere die Polaren dieser Punkte, indem man in B 
und JSj auf GB und G^B^ die Senkrechten errichtet. Diese 
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mögen g in H und H^ treflPen, dann sind die Punkte, welche 
GH und G^H^ harmonisch teilen, die Schnittpunkte von g 
mit dem Kegelschnitte. 

ß. Nachdem man die Hauptaxe CC^ und den zweiten 
Brennpunkt B^ konstruiert hat, beschreibe man um B^ mit 
CG^ den Leitkreis von B, bestimme den Gegenpunkt S von 
J5, so sind die Mittelpunkte derjenigen Kreise, welche BS 
und den Leitkreis von B berühren, die Schnittpunkte mit dem 
Kegelschnitte. 

XXXXX. Von zwei cmifocakm Kegdsclmitten K und K^ 
Jcefint man den genwinschaftlicJien Brennpunkt und je drei Funkte; 
man soll die Schnittpunkte konstruieren. 

Der Brennpunkt sei B^ die drei Punkte PQR und P^ Q^ JR^. 

Ist S ein gemeinschaftlicher Punkt und denkt man sich 
B mit S verbunden und über der Verbindungsstrecke als 
Durchmesser einen Kreis beschrieben, so berührt dieser die 
Scheiijelkreise beider Kegelschnitte. 

Man hat also die Scheitelkreise zu konstruieren und die 
Mittelpunkte derjenigen Kreise zu bestimmen, welche diese 
berühren und durch den gemeinschaftlichen Brennpunkt gehen. 

354 a. Aufgdben. 

I. Ein Kegelschnitt ist durch fünf Punkte gegeben; man 
soll seine Schnittpunkte mit einer Geraden konstruieren. 




Fig. 142. 

a. Die gegebenen Punkte seien A BCDE, die gegebene Ge- 
rade g. Man konstruiere die drei Di£(,gonalpunkte FQR des 
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vollständigen Vierecks ÄBCD, so dafs P der Schnittpunkt 
von AB und CD, Q derjenige von AC und BD und endlich 
B, derjenige von AD und BG ist. Dann ist BQ die Polare 
von P. Auf FE konstruiere man den Punkt JP, welcher B 
von P und ^jB harmonisch trennt, so liegt er auf dem 
Kegelschnitte. Die Schnittpunkte >S, T von CE und DP, 
CP und DE liegen auch auf der Polare QB von P. Auf 
dieser sind diejenigen Punkte M und Nj welche die Strecken 
QB und ST harmonisch teilen, Punkte des Kegelschnittes. 

In gleicher Weise bestimme man die Diagonalpunkte 
^xQi^i ^®s vollständigen Vierecks ACFD und auf der Polare 
QiB^ von Pj die Schnittpunkte M^N^ mit dem Kegelschnitte. 

Es mag die Gerade g die Polaren MN und M^N^ von 
P und Pj in G^ und G^ schneiden; man mache MNGH und 
MNGyH^ harmonisch; so dafs IT und H^ die den Punkten G 
und G^i zugeordneten Punkte sind, so sind PH und P^ fl^ die 
Polaren von G und (tj. Bezeichnet man die Schnittpunkte 
dieser Polaren und der Geraden g mit J und J^, so sind die- 
jenigen Punkte, welche die Strecken Ge7und G^J^ harmonisch 
teilen, die Schnittpunkte der Geraden^gr mit dem Kegelschnitte. 

/3. Wenn die Gerade g durch einen der gegebenen Punkte 
z. B. A geht, so vereinfacht sich die Konstruktion, da man 
den Punkt P^ und dessen Polare nicht mehr braucht. Man 
konstruiert nur wie vorhin den Schnittpunkt G von g und QB, 
macht wieder MNGH harmonisch, bestimmt den Schnitt- 
punkt J von g und PJ? und denjenigen Punkt A^j welcher A 
von G und J harmonisch trennt. 

Eine andere Konstruktion der letzten Aufgabe ergiebt 
sich aus dem PascaFschen Lehrsatze. Cf. 158. 11. 

IL Ein Kegelschnitt ist durch fünf PunJcte gegeben] man 
soll in einem von ihtien die Tangente ziehen, 

a. Sind ABCDE die fünf gegebenen Punkte und soll 
man in A die Tangente ziehen, so konstruiere man wie vor- 
hin die Diagonalpunkte PQB des vollständigen Vierecks ABCD, 
die Schnittpunkte M und N von QB mit dem Kegelschnitte 
und denjenigen Punkt L, welcher die Gerade AP harmonisch 
von M und N trennt, so ist AL eine Tangente des Kegel- 
schnittes. 
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ß. Eine zweite Konstruktion liefert der Pascarsche 
Lehrsatz. 

Man bestimme die Schnittpunkte M von AB und DE, 




Fig. 143. 

N von AE und BC, von MN und CD, so soll AO Tan- 
gente des Kegelschnittes sein. Cf. 105. 157 c. 

IIL An einen durch fünf Punkte gegebenen Kegelschnitt 
von einem, gegebenen Punkte U die Tangenten zu ziehen. 

Die fünf gegebenen Punkte seien ABCDE. Man kon- 
struiere wieder die drei Diagonalpunkte PQR des vollständigen 
Vierecks ABCD und auf QR die Schnittpunkte M und N 
mit dem Kegelschnitte^ darauf mit Hülfe der Aufgabe 354 a. I ß. 
die Schnittpunkte A^ und B^ der Geraden UA und ÜB mit 
dem Kegelschnitte und endlich die Schnittpunkte V und W 
der Geraden AB und A^B^, AB^ und A^B, so ist VW die 
Polare von TJ. Auf dieser konstruiere man die Schnittpunkte 
mit dem Kegelschnitte^ so sind dieselben die BerQhriingspunkte 
der Tangenten durch U. 

IV. An einen durch fünf Tangenten gegebenen Kegelschnitt 
von einem gegebenen Punkte ü die Tangenten zu ziehen. 

a. Die gegebenen Tangenten seien abcde] die Ver- 
bindungslinien der Gegeneckenpaare ab und cd, ac und bd, 
ad und bc bezeichne man mit p, q, r, dann ist der Punkt qr 
der Pol von p. Im Schnittpunkte pe konstruiere man den- 
jenigen Strahl f, welcher e von p und qr harmonisch trennt, 
so berührt er den Kegelschnitt. Die Geraden s, t, welche die 
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Fig. 144. 



Schnittpunkte von cc und df, de und cf verbinden, müssen 
auch durch den Punkt qr gehen. In diesem sind diejenigen 

Geraden m undn, welche 
die Strahlen g und r, 
sowie s und t harmonisch 
trennen, Tangenten des 
Kegelschnittes. 

In gleicher Weise be- 
stimme man im voll- 
ständigen Vierseite acfd 
die Seiten p^j g^, r^ des 
Diagonaldreiecks und 
im Punkte q^r^ die 
Tangenten m^ und % an 
den Kegelschnitt. 

Man verbinde V 
mit den Punkten mn 
und m^n^ durch die Ge- 
raden u und u^ mache 

mnuv und m^n^u^v^ harmonisch, so dafs v und v^ den Ge- 
raden u und % bezüglich zugeordnet sind, so sind die Punkte j)t? 
und p^v^ die Pole von u und w^. Die Verbindungslinien dieser 
Pole mit TT und TJ^ seien w und w^^ so sind diejenigen 
Strahlen Wq^o? welche u und m?, sowie u^ und «(^i harmonisch 
trennen, die Tangenten durch U an den Kegelschnitt. 

ß. Wenn der Punkt auf einer der gegebenen Tangenten 
z. B. a liegt, so vereinfacht sich die Konstruktion, da man 
das zweite Diagonaldreiseit nicht mehr braucht. Man kon- 
struiert nur, wie vorhin die Verbindungsgerade u von ü mit 
dem Punkte mw, macht wieder mnuv harmonisch, bestimmt 
die Gerade m?, welche JJ mit dem Pole pv von u verbindet 
und konstruiert endlich denjenigen Strahl, welcher a von n 
und w harmonisch trennt. 

Eine andere Konstruktion des letzten Teiles der Aufgabe 
ergiebt sich aus dem Lehrsatze von Brianchon. Cf. 159. IL 

V. Ein Kegelschnitt ist durch fünf Tangenten gegeben; 
man soll auf einer von ihnen den Berührungspunkt konstruieren. 

a. Sind ahcde die fünf gegebenen Tangenten und soll 
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Fig. 145. 



man auf a den Berührungspunkt konstruieren, so bestimme 
man zunächst das Diagonaldreiseit pg'r des vollständigen Vier- 
seits ahcd, die Tangenten m und n durch qr an den Kegel- 
schnitt und diejenige Ge- 
rade Z, welche den Punkt 
ap von m und n har- 
monisch trennt, so ist 
al der Berührungspunkt 
auf a. 

ß. Der Satz von 
Brianchon giebt die fol- 
gende Konstruktion. 

Man bestimme die 
Verbindungsgeraden m 
der Punkte ab und de, n 
der Punkte ae und bc, o der Punkte mn und cd^ so soll der 
Schnittpunkt ao ein Punkt des Kegelschnittes sein. 

VI. Von einem Kegelschnitte "kennt man fünf Tangenten 
ahcde; ma/n soll seine Schnittpunkte mit einer Geraden g kon- 
struieren. 

a. Man konstruiere das Diagonaldreiseit pqr des voll- 
ständigen Vierseits abcd und im Punkte qr die Tangenten m 
und n an den Kegelschnitt, darauf mit Hilfe von IV /J. die 
Tangenten a^ und \ von den Punkten ag und bg an den 
Kegelschnitt, und endlich die Geraden v und w^ welche die 
Punkte ab und a^\y a\ und a^b verbinden, so ist der Punkt vw 
der Pol von g. Durch diesen konstruiere man die Tangenten 
an den Kegelschnitt nach IV a. und auf ihnen nach V. die 
Berührungspunkte, so sind es die Schnittpunkte von g mit 
dem Kegelschnitte. 

j3. Wenn man mit Hilfe von V. auf jeder der Tangenten 
den Berührungspunkt bestimmt, so ist die Aufgabe auf I. 
zurückgeführt. 

VIII. Ein Kegelschnitt ist durch vier Punkte ABCD und 
die Tangente a in A gegeben; man soll seine Schnittpunkte mit 
einer gegebenen Geraden g konstruieren, 

a. Zunächst bestimme man das Diagonaldreieck PQR 
des vollständigen Vierseits ABCD, schneide QB mit AB in S 
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und mit a in T, so sind diejenigen Punkte, M und N, welche 
Q und iJ, sowie S und T harmonisch trennen, Punkte des 
Kegelschnittes. 
• In gleicher Weise schneide man FQ mit AB in S^ und 




Fig. 146. 

mit a in T, und konstruiere diejenigen Punkte M^ und N^, 
welche P und Qy sowie S^ und T^ harmonisch trennen. 

Darauf schneide man MN und M^ N^ mit g in. G und (tj, 
mache MNGH und M^Ny^G^H^ harmonisch, schneide ^f mit 
HP und SijR in J' und Ji, so sind die Punkte E und i^, 
welche 6re7 sowie G^J^ harmonisch teilen, die Schnittpunkte 
von g mit dem Kegelschnitte. 

ß. Die Gerade g gehe durch einen der gegebenen Punkte, 
etwa durch JB. 

Man konstruiere wie in a. das Diagonaldreieck FQB und 
auf QR die Schnittpunkte M und ^ mit dem Kegelschnitte, 
schneide QU mit ^ in 6r, mache MNGH harmonisch, so 
ist FH die Polare von G, schneide g mit FH in J und mache 
GJBB^ harmonisch, so dafs B und jBj zugeordnet sind, so 
ist B^ der zweite Schnittpunkt von g mit den Kegelschnitte. 

Eine andere Konstruktion folgt auch hier aus dem Pascal- 
scheu Satze. 

Man schneide AB mit g in U^ a mit FU in F und ^ 
mit CV in B^y so ist B^ der zweite Schnittpunkt von g mit 
dem Kegelschnitte.' 

VIII. Ein Kegelschnitt ist durch vier Funkte AB CD md- 
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die Tangente a in A gegeben; man soll die Tangenten in den 

übrigen Funkten konstruieren. 

Man konstruiere wieder das Diagonaldreieck JPQR von 

AB CD und schneide QU mit 
a in E, so ist BE die Tan- 
gente m B. — Denn die Polare 
von E ist PA. 

Um die Tangente in C zu 
konstruieren, schneide man BQ 
mit a in i?" und ziehe CF. 

Die Tangente in D erhält 
man, wenn man den Schnitt- 
punkt 6r von a und BB mit D 
Fig. 147. verbindet. 

IX. Ein Kegelschnitt ist durch vier Tangenten abcd und 
den Berührungspunkt A auf a bestimmt'^ man soll an ihn von 
einem beliebigen Punkte G die Tangenten ziehen. 

a. Von dem vollständigen Vierseit abcd konstruiere man Fig. i48. 
das Diagonaldreiseit pqr^ verbinde qr mit ab durch s und 
mit A durch t^ so sind diejenigen Geraden m und n, welche 
q und r, sowie s und t harmonisch trennen, Tangenten des 
Kegelschnittes. 

In gleicher Weise verbinde man den Punkt pq mit ad 
durch Si und mit A durch ^^ und konstruiere diejenigen 
Strahlen m^ und n^, welche p und g, sowie s^ und tj^ harmo- 
nisch trennen, so sind auch m^ und n^ Tangenten des Kegel- 
schnittes. 

Darauf verbinde man die Punkte mn und m^n^ mit G 
durch die Geraden g und g^, mache mngh und m^n^gji^ har- 
monisch, so dafs gh und g^\ zugeordnet sind, verbinde G mit 
den Punkten hj) und \r durch die Geraden i und e\, so sind 
die Strahlen e und /) welche g und i, sowie g^ und tj harmo- 
nisch trennen, die Tangenten von G an den Kegelschnitt. 

ß. Der Punkt G liege auf der Tangente a. 

Nachdem man wieder das Diagonaldreiseit pqr des voll- 
ständigen Vierseits abcd konstruiert hat, lege man durch die 
Ecke qr die beiden Tangenten m und n an den Kegelschnitt 

MiLiNowBKi, Kegelschnitte. 16 
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ziehe durch qr die Gerade g nach Q^ mache mngh harmo- 
nisch^ so dafs g und h zugeordnete Strahlen sind, verhinde (? 




Fig. 148. 



mit dem Schnittpunkte hp durch die Gerade i, so ist derjenige 
Strahl, welcher g und i harmonisch von a trennt, die zweite 
Tangente von G an den Kegelschnitt. 

X. Ein Kegelschnitt ist durch vier Tangenten ahcd und 
den Berührungspunkt Ä auf a geg^en; man soll die Berührung^- 
punkte auf den übrigen Tangenten konstruieren. 

Man bestimme zunächst das Poldreiseit pqr von ahcdj 
verbinde die Ecke qr mit A durch die Gerade e, so ist der 
Schnittpunkt he der Berührungspunkt auf 6; denn der Punkt 
ap ist der Pol von e. 

In gleicher Art findet man den Berührungspunkt auf c, 
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indem man den Punkt pq mit A durch die Gerade f verbindet 
und c mit f schneidet. 




Fig. 149. 

Den Berührungspunkt auf d endlich erhält man^ indem 
man die Ecke pr mit A durch die Gerade g verbindet und 
g mit d zum Durchschnitte bringt. 

XL Von einem Kegelschnitte Jcennt man vier Punkte AB CD 
und die Tangente a durch A; man soll von einem Furikte G an 
den Kegelschnitt die Tangenten ziehen. 

Dazu konstruiere man nach VIII. die Tangenten hcd in 
den Punkten BCD und verfahre nach IX. 

XII. Von einem Kegelschnitte kennt man vier Tangenten 
ah cd und den Berührungspunkt A auf a; man soll seine Schnitt- 
punkte mit einer Geraden bestimmen. 

Zu dem Zwecke konstruiere man nach X. die Berührungs- 
punkte BGB auf bcd und verfahre nach VII. 

XIII. Von einem Kegelschnitte kennt inan drei Punkte 
ABC und die Tangenten a und h in A und B; man soll seine 
Schnittpunkte mit einer Geraden g konstruieren. 

a. Wenn man den Punkt C mit dem Schnittpunkte ah 
durch die Gerade c verbindet, so ist derjenige Punkt D dieser 
Geraden, welcher C von dem Punkte ah und der Geraden AB 
harmonisch trennt, ein Punkt des Kegelschnittes. Damit wäre 
die Aufgabe auf VIII. zurückgeführt. 

16* 
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ß. Die Konstruktion gestaltet sich aber etwas einfacherj 
wenn man zuerst in C die Tangente c mit Hilfe des Satzes 
von Pascal konstruiert. Dazu bestimme man die Schnittpunkte 
M von a und BC, N von b und ÄCy von MN imd ÄBj 
so ist OC die Tangente in C. 

Darauf schneide man AB und BG mit ^ in G^ und Gj, 
mache ABGH und BGG^H^ harmonisch, so dafs GH xmi 




Fig. 160. 

G^Hy^ zugeordnete Punkte sind, verbinde H mit dem Schnitt- 
punkte ah durch h und H^ mit dem Punkte hc durch Aj, 
schneide ^ mit h und Ä^ in J und eJ^ und konstruiere die 
beiden Punkte D und JB, welche die Strecken GJ und G^J^ 
harmonisch teilen, so sind es die Schnittpunkte von g mit 
dem Kegelschnitte. 

XIV. Von einem Kegelschnitte kennt man drei Tangenten 
ahc und die Berührungspunkte Ä und B auf a und b; nian 
soll an ihn die Tangenten von einem Punkte C legen, 

«. Wenn man die Tangente c mit der Geraden AB iu 
E schneidet, so ist diejenige Gerade d durch JE?, welche die 
Tangente c von der Geraden AB und derjenigen GeradeD, 
welche E mit dem Schnittpunkte ab verbindet, eine Tangente 
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Fig 151. 



des Kegelschnittes. Dadurch ist die Aufgabe auf IX. zurück- 
geführt. 

ß. MaD gelangt schneller 
zum Ziele, wenn man zu- 
nächst mit Hilfe des Satzes 

9 

von Brianchon den Be- 
rührungspunkt G von c 
konstruiert. Dies ge- 
schieht, indem man A 
mit dem Punkte hc durch 
die Gerade m, B mit ac 
durch n und endlich den 
Punkt mn mit ah durch 
die Gerade o verbindet; 
diese trifft c im Berühr ungs- 
punkte. "^ 

Darauf verbinde man G mit den Punkten ah und ac 
durch die Geraden g und g^ mache ahgh und acg^\ harmo- 
nisch, so dafs gh und gji^ zugeordnete Strahlen sind, schneide 
AB mit h in H und AC mit h^ in H^y verbinde 6r mit H 
und Hl durch die Geraden i und i^, so sind diejenigen Strahlen 
d und e, w^elche g und i, sowie g^ und i^ harmonisch trennen, 
die Tangenten von G an den Kegelschnitt. 

Denn zunächst sind H und H^ die Pole von g und ^Tj, 
also g und i sowol wie g^ und t'i konjugierte Strahlen; daher 
sind die Strahlen, welche beide Strahlenpaare harmonisch 
trennen, Tangenten des Kegelschnittes. 

XV. Wenn von einem Kegelschnitte drei Punkte ABC 
und die Tangenten a und h durch A und B gegehen sind, 
so soll man an ihn die Tangenten durch einen heliehigen 
Punkt legen. 

Man konstruiere die Tangente c in C und führt die Auf- 
gabe auf XIV. zurück. 

XVI. Wenn von einem Kegelschnitte drei Tangenten 
ahc und die Berührungspunkte A und B auf a und h gegeben 
sind, so soll man seine Schnittpunkte mit einer Geraden he- 
stimmen. 
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Man konstruiere den Berührungspunkt C auf c und hat 
die Aufgabe auf XÜI. zurückgeführt. 

XVII. Von einem Kegelschnitte kennt man zwei Jconjug^ierk 
Strahlen gg^ und auf jedem die Involution Jconjugierter Punkte. 

Die Involutionen auf g und g^ seien 

Ä^, B^, C^, ... und A^%y B,fö„ Gl 61, ... 

Ist G der Schnittpunkt von g und g^ und sind @ und ®i die 
ihm involutorisch zugeordneten Punkte, so ist @&i die Polare 
von G. 

Femer ist g die Polare von ®j und g^ diejenige von @. 

Um zu einer beliebigen Geraden m den Pol zu kon- 
struieren, schneide man sie mit g und g^ in M und M^, kon- 
struiere die involutorisch zugeordneten Punkte 9K und SKj, so 
sind 9R@Jj und SKj® die Polaren von M und Jf^; sie schnei- 
den sich im Pole Mo von m. 

Einer der drei Punkte G@@i liegt innerhalb des Kegel- 
schnittes-, es sei der Punkt G, dann mufs die Gerade MoG 
den Kegelschnitt schneiden. Man erhält die Schnittpunkte, 
wenn man MqG mit &Qii in @o und mit m in 3Sla schneidet 
und diejenigen Punkte konstruiert, welche G&o und Mo35lo 
harmonisch teilen. 

XVIII. Von einem Kegelschnitte Jcennt man ein Poldreieck 
und auf einer Geraden die Involution Jconjugierter Punkte. 

Das Poldreieck sei PP^^P^^ die Involution konjugierter 
Punkte auf g sei Ä% J595, C®, .... die Seiten 

schneiden g in Q^^ Q, Q^. Zu diesen Punkten seien 

involutorisch zugeordnet Dg» ^; ^v 

Dann müssen die Polaren von D2OD1 bezüglich durch 
Q2QQ1 a^®r a-uch durch PjPPi gehen, also sind 

Pg^gj PQ) Piöi <Jie Polaren von 

CI2, n, Dj. 

Liegt die Ecke P des Poldreiecks innerhalb des Kegel- 
schnittes, so ziehe man PElg? PCl, PD^ und erhält auf diesen 
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Geraden die Schnittpunkte mit dem Kegelschnitte als die- 
jenigen Punkte, welche 

P und P1P2 sowie Elj und P2Q2 

P und P^P^ sowie Ü und PQ 

P und P1P2 sowie D^ und PiQi 

harmonisch trennen. 

XIX. Von einem KegelschniUe "kennt man ein Poldreieck 
und ein Paar Pol und Polare. 

Es sei PP1P2 ^^s Poldreieck, A und a das Paar Pol und 
Polare. Man schneide a mit den Seiten 

PP P P P P 

in Ö2? Qy öl 

dann sind J-Pg, J.P, J-Pj 

die Polaren dieser Punkte. Es liege P innerhalb des Kegel- 
schnittes, dann müssen die Geraden PQ^ und PQ2 den Kegel- 
schnitt treffen. Um auf der ersteren die Schnittpunkte mit 
dem Kegelschnitte zu finden, bestimme man ihre Schnittpunkte 
^1 und 5^2 niit AP^ und -4P2 und konstruiere die Punkte 

Pi und P/, welche PP2 und 5ßi Q^ 
B2 und P2'» welche PP^ und 5^2 Ö2 
harmonisch teilen. 

XX. Von einem Kegelschjntte kennt man ein Poldreieck und 
zwei Punkte. XVIII. 

XXI. Von einem Kegelschnitte kennt man ein Paar Pol 
und Polare, A und a, auf ihnen die Involutionen kon- 
jugierter Strählen und Punkte und ein Paar konjugierter Punkte 
X und X^. 

Die Gerade XX^ schneide a in Y] zu Y sei Y' auf a 
der involutorisch zugeordnete Punkt, dann ist A Y' die Polare 
von Yy diese schneidet XX^ in dem zu Y konjugierten 
Punkt Fl. 

Die drei Punkte AYY' bilden ein Poldreieck und da 
man aufser diesem noch die Involution konjugierter Punkte 
XZi, Fri, . . . kennt, so ist die Aufgabe auf XVIII. zurück- 
geführt. 
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XXII. Von einem Kegelschnitte kennt man ein Paar kon- 
jugierter Punkte XXi und zwei Paar Pol und Polare. 

A und a, sowie A^ und a^ seien die beiden Paare Pol 
und Polare; die Polaren a und a^ schneiden sich in A^ und 
die Verbindungslinie von A und A^ ist a^y dann sind auch 
A^ und a^ Pol und Polare. In A^ sind A^A und a sowie 
A^A^ und »1 je zwei konjugierte Strahlen, auf a^ sind ihre 
Schnittpunkte je zwei konjugierte Punkte, also ist die Aufgabe 
auf XXL zurückgeführt. 



Dritter Abschnitt. 
Kegelschnittbfischel nnd Kegelschnittsehar. 

§ 22. 
Das Kegelschnittbüfichel mit vier reellen Grandpunkten. 

355. Durch vier Punkte AB CD lassen sich einfach im- 
endlich viele Kegelschnitte legen, d. h so viele als es Punkte auf 
einer Geraden giebt — Die Gesamtheit aller Kegelschnitte durch 
vier Punkte heifst ein „KegelschnittbüscheV^, mit den ,,Grufidpunkten^'' 
AB CD. — Durch einen beliebigen Punkt geht ein einziger Kegel- 
schnitt des Büschels. 

Nach 182. ist durch fünf Punkte ein einziger Kegelschnitt 
stets bestimmt, also lassen sich durch vier Punkte ABCD 
unendlich viele Kegelschnitte legen. Legt man durch einen 
der Grundpunkte z. B. A eine Gerade, so wird jeder Punkt 
derselben von einem Kegelschnitte des Büschels getroflFen. Also 
hat dasselbe soviel Kegelschnitte, als die Gerade Punkte. 

Man bezeichnet ein Büschel mit K(ABCD). 

356. IHe Kegelschnitte eines Büschels durch vier Punkte 
ABCD schneiden jede Gerade g in einer Involution, zu welcher 
auch die Paare von Schnittpunkten mit den Gegenseitenpaaren des 
Vierecks ABCD gehören. Diese sind daher als degenerierte 
Kegelschnitte des Büschels anzusehen. 

Ist K irgend ein Kegelschnitt des Büschels, so stelle man 
eine harmonische Verwandtschaft her, in welcher demselben 
ein Kreis verwandt ist (176). Dem Vierecke ABCD ist ein 
Viereck 3195®® und der Geraden g eine Gerade g verwandt. 
Letztere wird von dem Kreise Ä und den Gegenseitenpaaren 
des Vierecks §185® 2) in einer Involution geschnitten (98), also 
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muss g durch K und die Gegenseitenpaare von AB CD auch 
in einer Involution geschnitten werden (79 f.). Da letztere 
aber durch die Schnittpunkte mit den Gegenseitenpäaren be- 
stimmt ist^ so folgt sofort, dafs die Schnittpunkte von g mit 
einem beliebigen Kegelschnitte ihr angehören. 

357. Unter allen Kegelschnitten eines Büschels gi^t es 
höchstens zwei, welche eine Gerade g berühren. 

Die Involution, in welcher g von den Kegelschnitten ge- 
troflfen wird, hat zwei Doppelpunkte. Durch diese gehen zwei 
Kegelschnitte des Büschels und diese müssen g berühren. 

358. Die Polaren eines Punktes P in Bemg oMf alle Kegd- 
schnitte eines Büschels schneiden sich in einem Punkte Q; P und 
Q heifsen konjugierte Punkte bezüglich des Büschels. 

Die Polaren von P in Bezug auf zwei Kegelschnitte des 
Büschels mögen sich in einem Punkte Q schneiden-, die Gerade 
PQ wird von allen Kegelschnitten des Büschels in einer In- 
volution getroffen, deren Doppelpunkte P und Q sind. Diese 
Punkte werden also durch jeden Kegelschnitt und durch die 
Gegenseitenpaare des Vierecks der Grundpunkte harmoniscli 
getrennt (36g), also treffen sich sämtliche Polaren von Pin Q. 

359. Die Schnittpunkte der Gegenseitenpaare des Vierecks 
' der Grundpunkte bilden ein Poldreieck für alle Kegelschnitte. 

128. 358. 

360. Die Pole einer Geraden g bezüglich der Kegdschnitte 
eines Büschels liegen auf einem Kegelschnitte, dem „Polarkegel- 
schnitte'^ der Geraden. Dieser geht durch die Ecken des gemein- 
schaftlichen Poldreiecks und enthält die konjugierten Punkte aller 
Punkte der Geraden. 

Auf ^ seien HJKL vier harmonische Punkte; die Polaren 
derselben in Bezug auf einen beliebigen Kegelschnitt K des 
Büschels sind vier harmonische Strahlen, die sich im Pole P 
von g bezüglich K treffen. Die Polaren eines jeden dieser 
Punkte bezüglich aller Kegelschnitte des Büschels schneiden 
sich im konjugierten Punkte. Sind B! X K' II die konjugierten 
Punkte zu HJKL, so gehen die Polaren von HJKL in Bezug 
auf einen beliebigen Kegelschnitt des Büschels durch ITJ'K't. 
Der Ort des Scheitels eines harmonischen Strahlenbüschels, 
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dessen Strahlen durch vier feste Punkte gehen, ist aber ein 
Kegelschnitt (188); mithin liegen die Pole von g bezüglich 
aller Kegelschnitte des Büschels auf einem Kegelschnitte Ä. 




Sind ABCB die Grundpunkte, EFG die Ecken des Pol- 
dreiecks, so geht durch den Punkt E kein wirklicher Kegel- 
schnitt des Büschels. Man hat das durch E gehende Gegen- 
seitenpaar als einen Kegelschnitt desselben anzusehen. 

Es giebt also in einem Büschel mit vier redien Grundpunkten 
drei in Geradenpaare degenerierte Kegelschnitte y deren Scheitel 
die Ecken des gemeinschaftlichen PoldreiecJcs EFG sind. 

Diese Ecken sind also bezüglich der durch sie gehenden 
Geradenpaare die Pole von g^ also geht der Polarkegelschnitt 
Ä von g bezüglich des Büschels durch die Ecken des gemein- 
schaftlichen Poldreiecks. 

Dieses folgt auch daraus, dafs jede Seite dieses Poldreiecks 
die gemeinschaftliche Polare ihrer Gegenecke bezüglich aller 
Kegelschnitte des Büschels ist. Denn schneidet g die Seite 
FG in E^, so müssen die Polaren von E^ bezüglich der Kegel- 
schnitte des Büschels sich in E schneiden; es sind also E und 
E^ konjugierte Punkte in Bezug auf das Büschel imd da der 
Polarkegelschnitt Ä von g der Ort der den Punkten von g 
bezüglich des Büschels konjugierten Punkte ist, so mufs E 
auf Ä liegen. In gleicher Weise ergiebt sich, dafs auch F 
und G Punkte von Ä sind. 

Die Gerade g schneide die Gerade EA, d, i. den einen 
Teil des Geradenpaares in E, welches zu den Kegelschnitten 
des Büschels gehört, in M] es müssen sich die Polaren von 
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M bezüglich der beiden anderen Geradenpaare und daher be- 
züglich aller Kegelschnitte des Büschels in Jf ' auf EA schnei- 
den, so dafs MM' AB harmonische Punkte sind. Somit folgt: 

Der FolarkegelschniU von g geht durch die Punkte^ welche 
g von den EcJcenpaaren harmonisch trennen, 

361. Die Berührungspunkte der Tangenten, welche sich mis 
einem Punkte P einer gemeinschaftlichen Sehne AB eines Kegel- 
Schnittbüschels K(ABCD) an die Kegelschnitte desselben jsiehen 
lassen, liegen auf einem Kegelschnitte fi, welcher die Geraden 
PC und PD in C und D berührt und durch die Punkte E und 
F geht, in denen sich die Geraden AC, BD und AD, BG 
schneiden. — Wenn P die Sehne AB durchläuft , so durchläuft 
S die Kegelschnitte des Büschels ^(CDEF). 

Es sei K(ABCD) ein Kegelschnittbüschel mit vier reellen 
Grundpunkten; die drei Geradenpaare desselben schneiden sich 
in E, F, G, Die Punkte CDEF und ABEF bilden die Grand- 
punkte zweier Kegelschuittbüschel ^(CDEF) und !k\ABEF), 
Von einem Punkte P auf AB zieht man die Tangenten PT 
und PT^ an einen Kegelschnitt K, so sind C{ABTT^ und 
D{BATT^ je vier harmonische Strahlen. Die Strahlen CA 
und DBj CB und DA schneiden sich in E und F-^ also liegen 
CDEFTT^ auf einem Kegelschnitte S, dem geometrischen 
Orte des Scheitels eines harmonischen Büschels, dessen Strahlen 
durch EFTT^ gehen (188). Da C{EFTT^ vier harmonische 
Sehnen des Kegelschnittes S? und CE, CF zugeordnet sind, so 
mufs der Pol von EF bezüglich Ä auf TT^ liegen; dieser Pol 
liegt aber auch auf AB, denn AB ist die Polare des Schnitt- 
punktes H von CD und EF, folglich ist der Schnittpunkt 
Pi von AB und TT^ der Pol von EF bezüglich J? und daher 
sind P^E und P^F Tangenten an S. Weil TT^ die Polare 
von P bezüglich K ist, so sind PP^AB harmonisch, also 
PP^ konjugierte Punkte für K, Deshalb müssen PC und PB 
Tangenten an Ä sein (138). Wählt man irgend einen anderen 
Kegelschnitt aus dem Büschel K(ABCD) und zieht an ihn 
von P die Tangenten, so liegen die Berührungspunkte auf 
einem Kegelschnitte, welcher durch E und F geht und PC 
und PD in C und D berührt, also mit Ä zusammenfällt. 
Deshalb liegen sämtliche Berührungspunkte der von P an die 
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Kegelschnitte des Büschels K(ABCD) gezogenen Tangenten 
auf dem Kegelschnitte Ä. Wenn P die Sehne AB durchläuft, 
so durchläuft ^ die Kegelschnitte eines Büschels mit den Grund- 
puukten CDEF. Die beiden Büschel K(ÄBCD)um\^(CDEF) 
nennt man Jconjttgierte Kegelschnittbüschel. 

362. Der Kegelschnitt ß steht zu den Kegelschnitten des 
Büschels K{ABCD) in der Beziehung, dafs jede durch P gezo- 
gene Gerade g von S und einem Kegelschnitte K in solchen vier 
harmonischen Punkten geschnitten wird , dafs die Schnittpunkte 
@©i mit S sowohl wie SS^ mit K zugeordnete Punkte sind. 
Denn die Gerade g wird in ihren Schnittpunkten mit Ä von 
zwei Kegelschnitten des Büschels K{ABCD) berührt und diese 
Punkte sind daher die Doppelpunkte derjenigen Involution, in 
welcher g von den Kegelschnitten des Büschels getroffen wird. 
Da EFTT^ vier harmonische Punkte von Ä sind, so mufs der 
Pol $ß von TTi bezüglich S auf EF liegen. Zieht man aber 
von ^ auf EF die Tangenten an die Kegelschnitte des Büschels 
üiCDEF)^ so liegen die Berührungspunkte auf einem Kegel- 
schnitte K des Büschels K{ÄBCD) und somit wird auch jede 
durch ^ gezogene Gerade von K und jedem Kegelschnitte des 
Büschels ^(CDEF) in vier harmonischen Punkten geschnitten. 

Wenn die Gerade g den Kegelschnitt K nicht trifft, so 
triflft sie doch andere Kegelschnitte des Büschels K{ÄBCD), 
welche sämtlich die Punkte ©@i harmonisch trennen. In 
Bezug auf diese müssen die Polaren von @ durch ©^ gehen; 
da aber die Polaren eines Punktes in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte eines Büschels sich in einem Punkte schneiden, so 
mufs auch die Polare von @ in Bezug auf K durch ©^ gehen 
und ©©1 sind konjugierte Punkte in Bezug auf K und alle 
Kegelschnitte des Büschels K{ABCD), Also: 

Die Endpunkte jeder durch P in ^ gezogenen Sehne sind 
hmjugierte Funkte in Bezug auf alle Kegelschnitte des Büschels 
K{ABCD)] der Fol $ einer Berührungssehne TT^ des Punktes 
P in Bezug auf den Kegelschnitt Ä liegt auf EF und es sind 
die Endpunkte jeder durch 5ß in K gezogenen Sehne konjugierte 
Punkte in Bezug auf Ä und alle Kegelschnitte des Büschels 
^(GBEF). 
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Um das letzte Resultat kurz auszudrücken ^ soll die Be- 
ziehung, in welcher die Kegelschnitte ^ und K stehen, als 
Tmrmonische Beziehung bezeichnet werden j die Punkte P und $ 
sollen Pole der harmonischen Beziehung heifsen, sie sind die 
Pole der gemeinschaftlichen Sekante CD bezüglich beider 
Kegelschnitte K und ^. . 

Es stehen also zwei KegelsckniUe in harmoniseher Beziehung^ 
wenn jede Gerade, welche durch einen der Pole der Verbindmgs- 
linie zweier reellen Schnittpunkte gezogen mrd, von den Kegel- 
schnitten in harmonischen und zwar von jedem in zugeordneten . 
Punkten geschnitten wird, 

363. Zieht man von P^ an die Kegelschnitte des Büschels 
^\ABEF) die Tangenten, so liegen die Berührungspunkte 
auf einem Kegelschnitte durch CDEFy der in E und F die 
Geraden EP^ und FPy^ berührt und deshalb mit £ zusammenfällt. 

Wenn man aber von P^ an die Kegelschnitte K{ABCB) 
die Tangenten zieht, so liegen die Berührungspunkte auf einem 
Kegelschnitte Äi des Büschels ^(GBEF)"^ dieser berührt die 
Geraden P^C und P^D in C und D und geht durch die 
Punkte E und F. 

Durch P sei g eine beliebige Gerade; sie wird von den 
Kegelschnitten des Büschels K(ÄBCD) in einer Involution 
geschnitten, deren Doppelpunkte M und N die Schnittpunkte 
mit M sein müssen, da in ihnen g von zwei Kegelschnitten 
des Büschels K{ABCD) berührt wird. 

TriflFt g den Kegelschnitt Ä^ in M^ und JVi, so sind 
M^N^EF harmonisch, da EF die Polare von P bezüglich fij 
ist, also sind die Büschel G{M^N^EF) und B{M^N^FJE) 
harmonisch und die Punkte ABCBM^N^ liegen auf einem 
Kegelschnitte, denn CE und DF schneiden sich in JL, CF 
und DE in B (188). Da dieser Kegelschnitt dem Büschel 
K{ABCD) angehört, so sind M^N^ durch die Punkte M:t! 
harmonisch getrennt. Also: 

Sind P und P^ zwei konjugierte Punkte auf einer gemein- 
schafflichen Sekante AB und zieht man von ihnen Tangenten an 
die Kegelschnitte der Büschel K{ABCD) und ^{ABEF), so 
liegen die Berührungspunkte auf demselben Kegelschnitte Ä. Ziehi 
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man aber von P^ die Tangenten an die Kegelschnitte des Büschels 
K(ABCD), so liegen die Berührungspunkte auf einem anderen 
Kegelschnitte Äj. Die Kegelschnitte Ä und ^^ stehen in der Be- 
ziehung zu einander y dafs jede durch P oder P^ gelegte Gerade 
von beiden in vier harmonischen Punkten^ und zwar von jedem 
in mgeordneten Punkten geschnitten wird. 

364. Wenn drei Kegelschnitte sich in denselben beiden Punkten 
A und B schneiden y so treffen sich ihre drei übrigen gemein- 
schaftlichen Sekanten in einem Punkte. Zieht man von diesem 
die Tangenten, so liegen die sechs Berührungspunkte auf einem 
Kegelschnitte, der durch A und B geht 

Die drei Kegelschnitte C^C^G^ schneiden sich in den beiden 
Punkten A und B\ es seien ferner D^E^ die Schnittpunkte 
von Cy^G^y B^E^ diejenigen von CjCg, B^E^ diejenigen von 
G^G^, Von dem Schnittpunkte P der Sekanten B^E^ und 
DgjBj ziehe man Tangenten an G^G^G^, deren Berührungspunkte 
B^B^y B^B^y B^B^ sein mögen. Nach 362. liegen B^B^B^B^ 
und B^B^B^B^ je auf einem Kegelschnitte, welcher die Ge- 
raden PA und PB in A und B berührt: deshalb fallen beide 
Kegelschnitte in einen tc zusamm^. Jede Gerade g durch P 
wird von % in zwei Punkten geschnitten, welche durch jeden 
der Kegelschnitte CiO^Cg harmonisch getrennt werden (362), 
also auch die Gerade, welche P mit einem der Schnittpunkte 
DgJ^g z. B. Dg vou G^G^ verbindet. Diese werde von % m Q 
und By von G^ in Dg und S^y von G^ in Dg und S^ geschnitten; 
da nun QRD^S^ und QBD^S^ harmonisch sind, so müssen 
S^ und 82 mit E^ zusammenfallen, also liegt P auch auf DgJ^g. 

§ 23. 
Die Eegelschnittscliar mit vier reellen Tangenten. 

365. An vier Gerade lassen sich einfach unendlich viele Be- 
rührungskegelschnitte legen y d. h. soviel y als es StraMen durch 
einen Punkt giebt. — Bie Gesamtheit aller Kegelschnitte mit vier 
gemeinschaftlichen Tangenten heifst eine Kegelschnittschar. — Eine 
beliebige Gerade wird von einem einzigen Kegelschnitte der Schar 
berührt 

Nach 183. ist durch fünf Tangenten ein einziger Kegel- 
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schnitt bestimmt^ also lassen sich an vier Tangenten alcd 
unendlich viele Kegelschnitte legen, deren Gesamtheit jyKegel- 
schnittschar^^ heifst. Zieht man durch einen beliebigen Punkt 
einer Tangente die Geraden eines Büschels^ so wird jede 
Gerade von einem Kegelschnitte der Schar berührt 

366. Die Tangenten von einem Punkte P an die Kegel- 
schnitte einer ScJiar mit vier gemeinschaftlichen Tangenten ahcd 
und die Geraden, welcJie P mit den Gegeneckenpaaren des voll- 
ständigen Vierseits ab cd verbinden, bilden evne Involution. 

Ist K irgend ein Kegelschnitt der Schar, so stelle man 
eine harmonische Verwandtschaft her, in welcher demselben 
ein Kreis Ä verwandt ist (176). Dem Vierseite abcd ist ein 
anderes abcb und dem Punkte P ein anderer ^ verwandt 
Die Tangenten von 5ß an Ä und die Geraden, welche 5ß mit 
den Gegeneckenpaaren des vollständigen Vierseits abcd ver- 
binden, sind nach 98 a. Strahlenpaare einer Involution, also 
sind auch nach den Gesetzen der Verwandtschaft (79 f) die 
Tangenten von P an JST und die Geraden, welche P mit den 
Ge^eneckenpaaren des vollständigen Vierseits abcd verbinden, 
in Involution. Diese wird aber schon durch die Verbindungs- 
linien mit den Gegeneckenpaaren bestimmt; ihr gehören also 
die Tangenten von P an einen beliebigen Kegelschnitt der 
Schar an. 

367. Durch einen beliebigen Punkt P gelwn höchstens med 
Kegelschnitte der Schar. 

Die Tangenteninvolution des Punktes P hat zwei Doppel- 
strahlen. In jedem fallen zwei Tangenten von P an einen 
Kegelschnitt der Schar zusammen; dieser geht also durch P. 

368. Die Pole einer Geraden p in Bezug auf die Kegel- 
schnitte einer Sclmr liegen auf einer Geraden q; p und q Jieifsen 
konjugierte Gerade bezüglich der Schar. 

Die Pole von p bezüglich zweier Kegelschnitte der Schar 
mögen auf der Geraden q liegen; die Tangenten durch den 
Schnittpunkt pq bilden eine Involution, deren Doppel strahlen 
p und q sind. Sie werden also durch jeden Kegelschnitt und 
die Gegeneckenpaare des Vierseits der gemeinschaftlichen Tan- 
genten harmonisch getrennt, also liegen sämtliche Pole von 
p auf q. 
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369. Die Mittelpunkte aller Kegelschnitte einer Schar liegen 
auf einer Geraden. 

Denn sie sind die Pole der unendlich fernen Geraden. 368. 

370. Die Verbindungsgeraden der Gegeneckenpaure des Vier- 
seits der gemeinschaftlichen Tangenten bilden ein Poldreiseit für 
alle Kegelschnitte. 368. 

371. Die Polaren eines Punktes P bezüglich der Kegel- 
schnitte einer Schar umhüllen einen Kegelschnitt, den y^Pola/r- 
Tcegelschnitif^ des Punktes P. Dieser berührt die Seiten des ge- 
meinschaftlichen Poldreiseits und hat die konjugierten Geraden 
aller Geraden durch P zu Tangenten. 

Durch P seien hikl vier harmonische Strahlen, die Pole 
derselben in Bezug auf einen beliebigen Kegelschnitt K des 
Büschels sind vier harmonische Punkte, w^elche auf der Polare 
g von P bezüglich K liegen. Die Pole einer jeden dieser vier 
Geraden bezüglich aller Kegelschnitte der Schar liegen auf 
der konjugierten Geraden. Sind Ki'k'X die vier konjugierten 
Geraden zu hikl bezüglich der Schar, so liegen die Pole von 
hikl in Bezug auf einen beliebigen Kegelschnitt der Schar auf 
Kik'X. Alle Geraden aber, vrelche vier feste Gerade in har- 
monischen Punkten schneiden, umhüllen einen Kegelschnitt 
(189); mithin sind alle den Geraden durch P konjugierte Ge- 
rade Tangenten eines Kegelschnittes. 

Sind abcd die vier gemeinschaftlichen Tangenten, efg die 
Seiten des Poldreiseits, so berührt die Gerade ekein wirklicher 
Kegelschnitt der Schar. Man hat das aufliegende Gegenecken- 
paar als einen Kegelschnitt anzusehen. 

Es giebt also in einer Schar mit vier gemeinschaftlichen 
Tangenten drei in Punktpaare degenerierte Kegelschnitte, deren 
Verbindungslinien die Seiten des gemeinschaftlichen Poldreiseits sind. 

Diese Seiten sind also bezüglich der auf ihnen liegenden 
Punktpaare die Polaren von P, also berührt der Polarkegel- 
schnitt von P die Seiten des gemeinschaftlichen Poldreiseits. 

Letzteres folgt auch daraus, dafs jode Ecke dieses Pol- 
dreiseits der gemeinschaftliche Pol ihrer Gegenseite bezüglich 
aller Kegelschnitte der Schar ist. Denn ist e^ die Verbindungs- 
gerade des Punktes fg mit P, so müssen die Pole von e^ be- 
züglich der Kegelschnitte der Schar auf e liegen; es sind also 

MiXiiirowsKi, Kegelschnitte. 17 • 
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€ und e^ konjugierte Gerade in Bezug auf die Schar und da 
der Polarkegelschnitt Ä von P der Ort der den Strahlen Yon 
P bezüglich der Schar konjugierten Geraden ist, so mufs e 
eine Tangente von Ä sein. In gleicher Weise ergiebt sich, 
dafs auch f und g Tangenten dieses Kegelschnittes sind. 

372. Zieht man durch einen Schnittpunkt zweier gemein- 
schaftlichen Tangenten a und i einer Schar eine Gerade p, so 
umhüllen die Tangenten in ihren Schnittpunkten mit den Kegel- 
schnitten der Schar einen Kegelschnitt S, welcJier die gemeinschafl- 
lichen Tangenten c und d in ihren Schnittpunkten mit p leriäirt 
und die Geraden e und f zu Tangenten hat, welche die Schnitt- 
punkte ac, hd und ad, hc verbinden, — Wenn p sich um ab 
dreht, so durchläuft Ä die Kegelschnitte der Schär ^(cdef). 

Es sei Kiahcd) eine Kegelschnittschar mit vier gemein- 
schaftlichen Tangenten ahcd\ die drei Punktpaare derselben 
liegen auf den Seiten efg des gemeinschaftlichen Poldreiecks. 
Die Geraden cdef und ahef konstituieren zwei neue Kegel- 
schnittscharen ^(cdef) und ^'(ahef). Einen Kegelschnitt K 
der Schar K{abcd) schneide taan mit einer Geraden p, welche 
durch ah geht, und ziehe in den Schnittpunkten die Tangenten 
t und ti, so sind c(a6tti) und d(hatti) je vier harmonische 
Punkte. Die Punkte ca und db, cb und da liegen auf e und 
f, also sind cdef tt^ Tangenten eines Kegelschnittes Ä, welcher 
der Ort derjenigen Geraden ist, die von eftt^ harmonisch ge- 
schnitten werden (189). Da c(eftt^) vier harmonische Punkte 
einer Tangente von Ä imd ce, cf einander zugeordnet sind, so 
mufs die Polare von ef bezüglich Ä durch tti gehen; dieselbe 
geht aber auch durch ab, denn ab ist der Pol der Geraden hj 
welche die Punkte cd und ef verbindet, folglich ist die Gerade 
jPi, welche ab und 11^ verbindet, die Polare von ef bezüglich 
Ä und daher sind p^e und p^f Punkte von fl. Weil tti der 
Pol von p bezüglich K ist, so sind pp^ab harmonisch, also 
pPi konjugierte Strahlen für K. Deshalb müssen pc und pd 
Punkte von Ä sein (139). 

Wählt man irgend einen anderen Kegelschnitt aus der 
Schar K(abcd) und zieht in seinen Schnittpunkten mit p die 
Tangenten an ihn, so berühren diese einen Kegelschnitt, 
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welcher e und f zu Tangenten hat und die Geraden c und d 
in den Punkten jpc und 'pd berührt, also mit Ä zusammenfällt. 

Deshalb berühren die Tangenten in allen Schnittpunkten 
Ton p mit den Kegelschnitten der Schar K(ahccf) den Kegel- 
schnitt ^. 

373. Zieht man von einem beliebigen Punkte G von p 
Tangenten .§§i an Ä und ss^ an einen Kegelschnitt der Schar 
K{ahcd)y so sind SS^ und ss^ je zwei zugeordnete Strahlen 
eines harmonischen Büschels. Denn durch den Punkt G gehen 
diejenigen beiden Kegelschnitte der Schar, welche in ihm die 
Tangenten ^S^ berühren, also sind diese die Doppelstrahlen 
der Tangentenipvolution durch G. Da efü^ vier harmonische 
Tangenten von Ä sind, so mufs die Polare p von tt^ be- 
züglich Ä durch ef gehen. Schneidet man aber mit p die 
Kegelschnitte der Schar ^(cdef)^ so berühren die Tangenten 
in den Schnittpunkten einen Kegelschnitt der Schar K{abcd) 
und somit sind auch die Tangenten von einem beliebigen 
Punkte von p a.n K und irgend einen Kegelschnitt der Schar 
^(cdef) harmonisch. 

Wenn G innerhalb des Kegelschnittes K liegt und sich 
von ihm also keine Tangenten an K ziehen lassen, so lassen 
sich doch an andere Kegelschnitte der Schar K(abcd) Tan- 
genten ziehei^, welche sämtlich durch ^^^ harmonisch getrennt 
werden. In Bezug auf diese Kegelschnitte müssen die Pole 
von § auf ^1 liegen; da aber die Pole einer Geraden in Bezug 
auf alle Kegelschnitte einer Schar auf einer Geraden liegen, 
so mufs auch der Pol von ö bezüglich K auf ^^ liegen und es 
sind g§i konjugierte Gerade in Bezug auf K und alle Kegel- 
schnitte der Schar K{ahc€f). Also: 

Zieht man von irgend einem Punkte G der Geraden p Tan- 
genten §§1 an Ä, -50 sind dieselben konjugiert in Bezug auf alle 
Kegelsdinitts der Schar K(abcd); die Polare p des Schnittpunktes 
ttj zweier Tangenten eines Kegelschnittes K in denjenigen Punkten, 
in denen K von p getroffen wird, bezüglich ^ geht durch ef und 
es sind die Tangenten von irgend einem Punkte der Geraden p 
an den Kegelschnitt K konjugierte Strahlen in. Bezug auf ^ und 
alle Kegelschnitte der Sclmr ^(cdef). 

17* 
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Die Beziehung zwischen den Kegelschnitten K und S 
heifse harmonische Beziehung; die Geraden p und p seien zu- 
geordnete Gerade in derselben; sie sind die Polaren eines 
Schnittpunktes gemeinschaftlicher Tangenten von K und Ä. 

Zwei Kegelschnitte K und Ä stehen also in harmonischer 
Beziehung y wenn die Tangenten an einen von einem Funkte einer 
Polare eines Schnittptinktes gemeinschaftlicher Tangenten durch 
die Tangenten an den anderen harmonisch getrennt werden, 

374. Schneidet man die Kegelschnitte der Schar ^{alef) 
mit jpi; so umhüllen die Tangenten in den Schnittpunkten 
einen Kegelschnitt, vrelcher die Geraden cdef berührt und 
durch die Punkte ep^ und fp^ geht und daher mit Ä zu- 
sammenfallt. 

Wenn man aber mitpi die Kegelschnitte der Schar K{abcd) 
schneidet und in den Schnittpunkten die Tangenten zieht ^ so 
berühren sie einen Kegelschnitt Ä^ der Schar ^(adef)'^ dieser 
berührt c und d in den Punkten cp^ und dpj^, und berührt e und/! 

Auf p sei G ein beliebiger Punkt, dessen Tangenten an 
die Kegelschnitte der Schar K{abcd) eine Involution bilden. 
Die Doppelstrahlen m und n der letzteren sind Tangenten von ^, 
da sie in G von zw^ei Kegelschnitten der Schar berührt v^erden. 

Sind m^ und n^ die Tangenten von (r an ^^^ so sind 
m^n^ef harmonisch, da ef der Pol von p bezüglich Ä^ ist, also 
sind die Punktreihen c{m^n^ef) und d{m^n^ef) harmonisch 
und die Geraden ahcdm^n^ umhüllen einen Kegelschnitt. Denn 
die Punkte ce und df liegen auf a, cf und de auf 6 (189.). 
Da dieser Kegelschnitt der Schar K(ahcd) angehört, so sind 
m^n^ durch mn harmonisch getrennt. Also: 

Sind p und p^ zwei Jconjugierte Strahlen durch einen Schnitt- 
punkt ah zweier gemeinschaftlichen Tangenten der Schar K(abcd) 
und schneidet man sie mit den Kegelschnitten der Scharen 
K(ahcd) und ^'(abef), so umhüllen die Tangenten in den 
Schnittpunkten denselben Kegelschnitt ^. Zieht man aber in den 
Schnittpunkten von p^ mit den Kegelschnitten der Schar K{abcd) 
Tangenten, so umhüllen dieselben einen anderen Kegelschnitt Äj. 
Die Kegelschnitte Ä und ^^ stehen in der Beziehung zu einanderj 
dafs die von einem Punkte auf p oder p^ an Ä gelegten Tan- 
genten, durch die an Ä^ gelegten harmonisch getrennt werden. 
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375. Wenn drei Kegelschnitte dieselben beiden Tangenten 
a und b haben und demselben Winkel eingeschrieben sind, so 
liegen die drei übrigen SchnittpunMe gemeinschaftlicher Tangenten 
auf einer Geraden. Zieht man in ihren Schnittpunkten mit dem 
Kegelschnitte Tangenten, so umhüllen sie einen Kegelschnitt, der 
auch a und b berührt. 

Die drei Kegelschnitte G^C^C^ berühren in demselben 
Winkel die Geraden a und 6; es seien d^e^, d^e.^, d^e^ die ge- 
meinschaftlichen Tangenten von C^C^, C^C^, CgC^g. Mit der 
Verbindungslinie p der Punkte d^e^ und d^e^ schneide man 
die drei Kegelschnitte und ziehe in ihnen die Tangenten b^b^, 
hh\ ^sV* Nach 372. liegen b^b^b^b^ und b^b^b.J)^ je auf 
einem Kegelschnitte, welcher a und b in pa und pb berührt; 
deshalb fallen beide Kegelschnitte in einen n zusammen. Von 
jedem Punkte G auf ^ lassen sich an tc zwei Tangenten ziehen, 
welche durch jeden der Kegelschnitte C^C^C^ harmonisch getrennt 
werden (373.), also auch von dem Punkte, in welchen p von 
einer der Geraden d^e^ z. B. d^ geschnitten wird. Die Tangenten 
von ihm an jr seien q und r, an C^ und C^ seien sie bezüglich d^ 
und Sj, dg und Sg. Da nun qrd^s^ und qrd^s^ harmonisch sind, so 
müssen s^ und s^ mit e^ zusammenfallen, also geht p durch d^e^, 

§ 24. 
Gemeinschaftliche Funkte und Tangenten. 

376. Wenn drei Kegelschnitte C^C^C^ durch dieselben beiden 
Punkte AB gehen, so liegen viermal drei der Durchschnittspunkte 
ihrer getneinschaftlichen Tangenten je auf einer Geraden, 

Die Tangenten in A und B an C^G^C^ schneiden sich in 
B^B^B^'^ die Verbindungslinien dieser Punkte seien x^ = ^2^ st 
X2 = B^Bq^ ^8 = ^1^2- Ferner seien r^s^t^u^^ die gemein- 
schaftlichen Tangenten von G2GQ, 1*252^2^2 diejenigen von C^Cj 
und endlich ^3^3 ^3^3 diejenigen von C^Ca, dann sind die Punkte 

^i(^2^3^i^i)j ^2 (^1^3 ^2 ^2) ^^d ^3 (^1^2 ^3 ^3) harmonisch. Denn a?i 
ist eine Seite des Poldreiecks von CgCg; auf ihr liegen zwei 
Durchschnitte gemeinschaftlicher Tangenten, G^^G^^] daher 
sind A{B2B^G2^G\^ harmonisch. 366. 36 g. Die Ver- 
bindungslinien der Punkte (^^3) und (^^3^) mit (r^s^^ seien 
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ß und ß^y diejenigen von (x^Ti) und (x^ti) mit (^2^2) ^^^^^ 7 
und. / und die Tangenten von (r2S2) an C\ seien vv, dann 
sind die Geraden ßß'vvr^s^ und yyvvr^h^ in Involution, weil 
die Tangenten von einem Punkte an zwei Kegelschnitte und 
seine Verbindilngslinien mit zwei Durchschnitten gemeinsamer 
Tangenten in Involution sind, wenn diese Durchschnitte ein 
Punktpaar derjenigen Kegelschnittschar bilden, welche durch 
die beiden Kegelschnitte bestimmt ist. Ist n die Verbindungs- 
linie von {r^h) ^^ (^i^s); ^^ ^^^ wegen der vorher ange- 
führten harmonischen Punkte ßß' x^ic und yy x^% je vier har- 
monische Strahlen. Die Strahlenpaare ßß' und yy sind also 
sowohl in Involution mit vvr^s^, als harmonisch mit x^tc und 
müssen daher zusammenfallen, denn es giebt nur ein Strahlen- 
paar einer Involution, welches mit einem gegebenen Punkt- 
paare harmonisch liegt. 42 a. 

Nachdem so gezeigt ist, dafs die Schnittpunkte u^t^^ r^s^j 
rgSg und r^s^^ r2S2, u^t^ gemeinschaftlicher Tangenten auf zwei 
Geraden ß und ß^ liegen, kann man leicht erkennen, dafs es 
noch zwei andere Gerade giebt, auf denen drei Schnittpunkte 
gemeinschaftlicher Tangenten liegen. In den harmonischen 
Punktreihen a?i(^2^3^i^i) ^^^^ X2{XiX^r2t2) fallen die Punkte 
{X1X2) und {X2X1) zusammen; die Verbindungslinien der drei 
anderen Punktpaare schneiden sich also in einem Punkte, der 
auf Xq liegt. Nun liegen (x^r^) und (a;2>*2) ^^f ß'y welche Ge- 
rade durch (x^t^) geht, also mufs auch die Verbindungslinie 
von (iCi^i) und (0:2^2) durch (x^t^) gehen, d. h. die Tangenten- 
durchschnitte {x^t^)j {x^t^y (^3^3) liegen in einer Geraden und 
ebenso folgt, dafs {x^r^, (^2^2); (^3^*3) ^.uch auf einer Geraden 
liegen. 

377. Zieht man von irgend einem Punkte P einer geniein- 
schaftlichen Sekante AB ziveier Kegelschnitte KK^, die sich in 
vier Punkten AB CD schneiden, zwei Gerade, so liegen die vier 
Schnittpunkte, in denen die eine K, die andere K^ schneidet, auf 
einem Kegelschnitte Ä, welcher durch C und D geht. 

Die Schnittpunkte von K mit der einen und von K^ mit 
der anderen Geraden seien jffj' und H^Ji] durch CDHJ hssen 
sich unendlich viele Kegelschnitte legen, welche K^ wegen 364. 



I 
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in solchen Sehnen schneiden, die sich in P treffen; einer von 
ihnen mufs auch durch H^J^ gehen. 

Fallen HJmuA H^Ji je in einen Punkt H und H^ zusammen^ 
so nimmt der Satz die Fassung an: 

Zieht man von irgend einem Punkte P einer gemeinschaß- 
liehen Sekante AB zweier Kegelschnitte K und K^ Tangenten 
PH an K und PH^ an JE^, so läfst sich durch die beiden 
anderen Schnittpunkte C und D von K und K^ ein Kegelschnitt 
^ legen j welcher K in H und K^ in H^ berührt. 

Die Berührungspunkte ff und H^ können als die Schnitt- 
punkte gemeinschaftlicher Tangenten von K^ und JT^Ä ange- 
sehen werden und liegen deshalb mit einem Schnittpunkte ge- 
meinschaftlicher Tangenten von K und K, in einer Geraden 
(376.), also: 

Legt man durch zwei Schnittpunkte zweier Kegelsdmitte eisten 
dritten^ welctier beide berührt, so liegen die Berührungspunkte 
mit einefn Schnittpunkte gemeinsamer Tangenten von K und K^ 
in einer Geraden, 

378. Zwei Kegelschnitte Ä^ -Kg schneiden sich in A^B^C^D^] 
es sei E^F^Gq das gemeinschaftliche Poldreieck und zwar 
treflfen sich A^B^ und C^Dg in 6?^, A^C^ und B^D^ in F^, 
-B3C3 und -ig Dg in F^. Auf den Seiten dieses Poldreiecks liegen 
zu je zwei die Schnittpunkte gemeinschaftlicher Tangenten und 
zwar auf ^3 oder F^F^ die Punkte G^^ '^^ ö^ia? ^^^ fs o<J6r -BgG^g 
die Punkte JP^g ^^^ ^12 > ^^f ^3 oder F^G^ die Punkte jB^g und JB/s. 
Durch einen von ihnen, G^i2? ziehe man zwei Gerade IV, welche 
K^ in A^B^C^B^ und K^ in A^B^G^D^ treflfen. Die gemein- 
schaftlichen Tangenten von G^^ seien t und t' und die beiden 
Strahlen, welche IV und tt' harmonisch trennen, seien b^ und ftg'. 
Die Berührungssehnen b^ und feg ^^^ gemeinschaftlichen Tan- 
genten mit K^ und K^ treflfen sich in G^ und die Gerade feg 
in G^ und ög. Dann sind die Büschel G^{G^G^A^D^, 
Crg (6rj Grg Al^ Dg) , G^ {G^ G^ A^ Dg) harmonisch. Denn die 
Schnittpunkte {A^D^-^ -^iC^i) ^^^ (^2^27 -^2^2) liegen 
sowohl auf feg und fe^, als auf feg'. Die Sehne Dg Dg werde 
von (rg-ig und G^gDg in ß und ß', von G^A^ und' G^D^ 
in y und f und von K^ in v und v geschnitten; da zwei 
Kegelschnitte und ihre gemeinschaftlichen Sehnen jede Gerade 
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in einer Involution schneiden, so sind B^D^ßßlvv und 
B^B^yyvv in Involution und ßß' müssen mit yy zusammen- 
fallen; denn ist jr der Schnittpunkt von B^^D^ niit G^G^, so 
sind ßß'G^% und yyG^ic je vier harmonische Punkte und ß(l 
und yy müssen also gleichzeitig der Involution A^B^vv an- 
gehören und (rgÄ harmonisch trennen. 

In ß und /3' schneiden sich ^3^3, B^B^, J?iA ^^<^ C'sA» 
J.2JB2? ^lA* Daraus folgt leicht (cf. 376), dafs noch A^C^ 
und A^G^y G2B2 und 6\2)i, A2B2 und -4iA sich auf A^B^j 
C2B2 und -4i-Bi> AA ^^^ -^1^1; -^«C'g und AA »ich auf 
C/gA schneiden. Es schneiden sich also auf jeder der. durch 
Gq gehenden gemeinschaftlichen Sehnen -43-B3 und C3A ^^^^' 
mal je zwei Verbindungslinien der acht Schnittpunkte, in denen 
K^ und K2 von dem Geradenpaar (U) getroflfen v^ird und 
achtmal liegen vier dieser Schnittpunkte auf einem Kegel- 
schnitte, der entweder durch ^gJBg oder Cg A S^^^'* Mit ^3^3 
liegen auf einem Kegelschnitte die Punkte A^ A ^2 A> -^2 A ^1 A> 
-4iCiAA; -42C2AA; ™i* ^sA ^^^ Punkte Jl^JB^^gA? 

(71AC2A; AG1AG2, AAAA- 

Läfst man die Geraden ZZ sich um (r^g drehen, so ändern 

sich diese Kegelschnitte, treffen sich aber entweder in A^B^ 
oder CgA- Hält man die Gerade l und die Schnittpunkte 
A^A2 fest, dreht aber T, so erhält man ein Büschel von Kegel- 
schnitten ^(^i-äg^aA)- Zieht man an die Kegelschnitte des- 
selben die Tangenten von G12, so liegen die Berührungspunkte 
auf einem Kegelschnitte y^2j welche in Cg und A ^^ Geraden 
6^12^3 und 6ri2A herührt. Einer der Kegelschnitte Je schneidet 
diö Kegelschnitte K^ und K2 in den Punkten B^ und JBg? ^^® 
mit 6ri2 in einer Geraden liegen und diese Punkte bestimmen 
in gleicher Weise ein Büschel (.Bj A^sA)- ^^i® Berührungs- 
punkte der von G^2 ^^ ^i® Kegelschnitte desselben gezogenen 
Tangenten liegen auf einem Kegelschnitte, der mit y^2 2^" 
sammenfallen mufs, denn er berührt auch G^20fi und G^gA 
und geht durch die Berührungspunkte auf demjenigen Kegel- 
schnitte (J-jj^i-^gA^sA); welcher beiden Büscheln gemein- 
sam i^. Wenn man demnach l und V sich beliebig drehen 
läfst, so erhält man eine doppelt unendliche Mannigfaltigkeit 
von Kegelschnitten, zu denen auch diejenigen Kegelschnitte 
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durch C3D3 gehören, welche K^ und K^ berühren. Zu allen 
diesen Kegelschnitten steht y^^ ^^ harmonischer Beziehung. 

Umgekehrt läfst sich nun zeigen, dafs jeder Kegelschnitt 
durch C^D^f welcher zu ^12 ^^ harmonischer Beziehung steht, 
zu jenen Kegelschnitten h , . . gehört, d. h. dafs er K^ und 
K2 in solchen vier Punkten schneidet, dafs zwei ihrer Ver- 
bindungslinien durch 6ri2 gehen. Ist ä ein Kegelschnitt durch 
CgDg, welcher mit y^g ^ harmonischer Beziehung steht, 
und schneidet er y^^ ^^ ^ "^^ Q> ^^ müssen die Tangenten in 
P und Q 2in 7C sich in Gjg treffen, also swei Gerade l und t 
sein. Ein Kegelschnitt aus der Reihe h . , . ist aber dadurch 
bestimmt, dafs er durch C^D^ geht und zwei beliebige Gerade 
l und X durch G^2 ^^ ihren Schnittpunkten mit y,jj berührt. 
Also gehört tc zu den Kegelschnitten Je . , . Zusammen- 
fassend: 

Wenn zwei Kegelschnitte K^ und K^ sich in vier reellen 
PunJcten schneiden und man zieht durch irgmd einen Durchschnitts- 
punkt G^2 gemeinschaftlicher Tangenten zwei Gerade^ l und T, 
so schneiden sich von den Verbindungslinien der acht Schnitt- 
punkte viermal je zwei auf der einen und viermal auf der 
anderen derjenigen beiden gemeinschaftlichen Sekanten s und s\ 
die sich im Pol derjenigen Seite des gemeinschaftlichen Poldrei- 
ecks treffen, auf welcher G^2 li^g^» Achtmal liegen je vio' jener 
Schnittpunkte mit den beiden auf s oder s' liegenden Schnitt- 
punkten A^B^ oder C^D^ von K^ und K^ auf einem Kegel- 
schnitte k. Drehen sich l und V um (tj2, so durchläuft k eine 
Reihe von Kegelschnitten von doppelt unendlicher Mächtigkeit 
Zu diesen gehören alle Kegelschnitte durch A^B^ oder C^D^, 
welche K^ und K^ berühren oder zu ihnen in harmonischer Be- 
ziehung stehen. Zieht man von G^^ an alle diese Kegelschnitte, 
welche durch C^D^ gehen, Tangenten y so liegen die Berührungs- 
punkte auf einem Kegelschnitte y^^, welcher G^^C^ tind G^^^^ 
in C3 und Dg berührt und zu allen Kegelschnitten k , . : in har- 
monischer Beziehung steht. In gleicher Weise geben die durch 
A^B^ gehenden Kegelschnitte k . , . zu einem Kegelschnitte 8^^ 
Veranlassung j der G^^A^ und G^2^% ^^ -^3 ^^^ -^3 berührt und 
zu allen in harmonischer Beziehung sieht 

379. Drei Kegelschnitte CiC^Cg haben zwei gemeinschaftliche 
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Punkte A und B\ die Durchschnitte gemeinschaftlicher Tan- 
genten G^^G'nG^Q't^G^^G'n sind die sechs Ecken eines voll- 
ständigen Vierseits (376), dessen Seiten G^^G^G^^, G^^Gi^GiZj 
G2QGiiG\2, Gi^Gi^Gii sein mögen. Diejenigen drei gemein- 
schaftlichen Sekanten von GiC^C^y welche nicht durch Ä oder 
B gehen, schneiden sich (364) in einem Punkte P; zieht man 
von ihm die Tangenten an die Kegelschnitte, so liegen die 
Berührungspunkte auf einem Kegelschnitte ä, der zu CiCgC, 
in harmonischer Beziehung steht und durch Ä und B geht. 
Es giebt drei Büschel von Kegelschnitten durch A und B, 
welche zu CiCg, C^C^, C^Ci in harmonischer Beziehung stehen; 
zieht man an die Kegelschnitte derselben von Gjg, &28? ^i3 
Tangenten, so liegen die Berührungspunkte auf drei Kegel- 
schnitten ^12» ^23? ^13 durch ABy welche zu jenen. Büscheln 
und also auch zu dem allen drei angehörenden Kegelschnitte 
Ä in harmonischer Beziehung stehen. Ist C der Pol von AB 
bezüglich ä. .sind D^2^i2y ^^23-^23? As-^is die Berührungspunkte 
der von G^^j G^qj G^^ an ä gezogenen Tangenten, so sind 
6ri2-Di2 und (tj2-Bi2 Tangenten von y^g ^^ ^2-^12? ^23^3 ^^"^ 
6r28^28 Tangenten von ygj ^^ As -^23^ ^is A3 und G^^E^^ Tan- 
genten von ^13 in JD^^E^^. Da die drei Geraden As-^i«? 
A3 -^23» A3 -^13 sich in einem Punkte D, dem Pole der Ge- 
raden CrigßrggGij bezüglich ä, schneiden, so sind G und.D 
konjugierte Punkte bezüglich Yi^y^^Vifi' ^^^ Gerade CD treffe 
7C noch in CD'; da nun für die drei Kegelschnitte y^^y^Vn ^^' 
wohl C und 2>, wie C und D' konjugierte Punkte sind, so 
treflfen sie sich in denselben beiden (reellen oder imaginären) 
Punkten auf CD und gehören einem Büschel an. Zu den 
Punkten von CD gehören demnach Kegelschnitte eines Büschels, 
welche zu ^12^23^13 ^^ harmonischer Beziehung stehen, durch 
A und B gehen und deshalb (cf. 378) die Kegelschnitte 
C^C^C^ in solchen Punkten schneiden, dafs zwei Verbindungs- 
linien der Schnittpunkte auf C^Cg durch (r^g, auf C^C^ durch 
6r23, auf CjOg durch G,3 gehen. Jede der drei Geraden GjgöisGas; 
6^23^130^12, G^^G^^G'i^ giebt zu einem analogen Fall Veran- 
lassung. 

Kommt zu den drei Kegelschnitten C^C^C^ noch ein vierter 
C4, so hat dieser mit jenen noch sechs Durchschnitte gemein- 
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samer Tangenten, G^^G^hG^^GuG^^Gu' Sie bilden mit den 
ersten folgende Gruppen von Ecken vollständiger Vierseite 

6^12^23 ^13 ^14 0^24 ö^»4? G^^G^^G^^GuGf^Gu* 

Crj2Cri3Cr23tri4(r24Cr84, Cri2 tris Cr23 Cru Cr24 1x34 , 

^23 ^13 ^12 0^24 ^34 ^H; G^^^G^^Gx^G^i^G^aG^^j 

G^13 G^23 012 ^14 Gg4 G24 , G^i 3 G^'23 6^12 Ö14 G34 6^24« 

Nimmt man die vier Geraden G^^G,^^G^^^ G^i2 ^24^14; 
ö^23^24^34> Gi^Gi^G^^ und denkt sich die zu jeder Geraden ge- 
hörenden Kegelschnittbüschel konstruiert, welche zu den Kegel- 
schnitten ^12^28^13; YnYuYili yisViiYs^y ynYuYu ^^ harmo- 
nischer Beziehung stehen, wenn ^14^24^34 ^^^ dieselbe Art wie 
^12^13^23 konstruiett sind, so müssen sich diejenigen vier ge- 
meinschaftlichen Sekanten jener Büschel, welche nicht durch 
A und B gehen, in einem Punkte treffen. Sind CD und CiD^ 
die gemeinschaftlichen Sekanten der beiden Büschel yi2y23yi4 
und ^12^24 7^14 ^^^ zieht man von ihrem Schnittpunkte B 
Tangenten an die fünf Kegelschnitte ^12^23^13^24^14* ^^ Hegen 
die Berührungspunkte auf einem Kegelschnitte q, welcher zu 
jenen in harmonischier Beziehung steht. Da er also zu ^23^24 
und ^13^14 in harmonischer Beziehung steht, ^23^24^34 ^^^ 
^13^14 7^34 aber ein Büschel bilden, so liegt B auf denjenigen 
gemeinschaftlichen Sekanten dieser Büschel, welche nicht durch 
Ä oder B gehen. Der Kegelschnitt q steht also zu allen 
sechs Kegelschnitten yi2y23yi3yi4y24y34 ^^ harmonischer Be- 
ziehung und schneidet daher jeden der Kegelschnitte C^C^C^C^ 
noch in solchen zwei Punkten, dafs die Verbindungslinien der 
auf CjCJj; G^C^y G^G^y G^G^, G^C^j G^C^ befindlichen Punkte sich 
zu zwei bezüglich in ö^g, Crgg, G^, G^^, G^^, G^^^ schneiden. 
Da die Punkte G sich auf acht vollständige Vierseite verteilen, 
so giebt es im Ganzen acht Kegelschnitte q und somit acht 
Auflösungen der Aufgabe: 

Einen Kegelschnitt zu Tconstmieren, der vier gegebene Kegel- 
schnitte Cy^G^G^G^, welche zwei gemeinschaftliche Punkte A und 
B haben, in diesen und aufserdem in solchen Funkten schneidet, 
dafs die Verbindungslinien der auf G^C^, G^C^, G^C^, G^C^, 
^2^4, (73C4 befindlichen Schnittpunkte zu swei bezüglich durch 
solche Durchschnitte gemeinschaftlicher Tangenten dieser Kegelschnitt- 
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paare gehen, welche die sechs Ecken eines vollständigen Vier- 
seits bilden. 

380. Die Kegelschnitte C^ und C^ schneiden sich in 
AB CD] die gemeinschaftlichen Sekanten AB oder s und CD 
oder t treffen sich in P. Auf der für beide Kegelschnitte 
gemeinsamen Polare p von P liegen die Tangentendurch- 
schnitte 0^2 und Gia- Diese sind mit den Punkten, in denen 
p von Ci und Cg . geschnitten werden, in Involution, also läfst 
sich durch G^^G'it ein Kegelschnitt 0^2 des Büschels (AB CD) 
legen. Die Tangente durch G^2 berühre C^ in B^, C^ in 
B2 und schneide C^g noch in JBg*, auf der Geraden p seien 
Si und ^2 die Pole von s, T^ und T2 diejenigen von t bezüg- 
lich Gl und C2. Die Geraden B^T^, ^2^8 ^^^^ konjugiert 
zur Tangente JBiJBg bezüglich Ci, C2; daher schneiden B^T^ 
und ^2^2 ^^® Sekante t in demselben Punkte Q, welcher dem 
Schnittpunkte B von JS^JPg ^^^ ^ bezüglich des Kegelschnitt- 
büschels konjugiert ist. Da die Geraden JBgJBgJBjffig und 
B^G\% die Sekante t in konjugierten Punkten bezüglich Cjg 
schneiden und der eine Schnittpunkt Q ist, so mufs der andere 
JB sein. Auf der gemeinschaftlichen Tangente -BiJ?2 bestimmen 
die Kegelschnitte des Büschels (ABCD) eine Involution, deren 
Doppelpunkte B^ und B2 sind. Daher sind JB^JPg^s^is ^^^' 
monische Punkte, Q {B^B2B^G^^ harmonische Strahlen und 
2\ Tg ^126^12 harmonische Punkte. In gleicher Weise folgt, 
dafs S1S2G12G12 harmonische Punkte sind. 

Wetin sich zwei Kegelschnitte C^ und C2 in vier reellen 
Funkten schneiden, so liegen zwei solche Durchschnitte G^^G'n 
gemeinsamer Tangenten, die auf einer Seite des gemeinschaftlichen 
Poldreieckes liegen, auf einem Kegelschnitte des durch C^ und C^ 
bestimmten Büschels und werden harmonisch getrennt durch die 
Pole von jeder der beiden gemeinschaftlichen Sekanten, welche 
sich in der Ecke des Poldreiecks schneiden, die der Seite Gi^Gu 
gegenüberliegt 

§ 25. • 
Das Eegelsohnittbüschel mit zwei und vier imaginären 

Grundpunkten. 

381. Die Gesamtheit aller Kegelschnitte, welche den 
Kreisen eines Kreisbüschels harmonisch verwandt sind, bildet 
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ein yyKegdschniUbäscheV', Daraus folgt: die Gesamtheit aller 
Kegelschnitte, welche die Punktpaare zweier Involutionen als 
Paare konjugierter Punkte haben, bildet ein Eegelschnittbüschel. 
382. Zwei Kegelschnitte, die sich in zwei reellen Funkten 
schneiden, lassen sich durch harmonische Verwandtschaft in zwei 
Kreise verwandeln. 

Es seien A und B die beiden reellen Schnittpunkte zweier 
.Kegelschnitte K und JT^, CDEF vier harmonische Punkte 
von K, also A (CDEF) und JB {CDEF) harmonische Büschel. 
Diese treffen K^ in C^D^E^F^ und C^D^E^F^, dann sind 
auch Ci {C^D^E^F^jmxA (7/ {C^D^E^F^) harmonische Büschel 
und da diese den Strahl C^C^ gemeinsam haben, so liegen 

die Schnittpunkte der 
übrigen Strahlenpaare auf 
einer Geraden g. Man 
stelle nun eine harmo- 
nische Verwandtschaft her, 
in welcher dem Kegel- 
schnitte K^ ein Kreis Ä^ 
und der Geraden g die 
unendlich ferne Gerade 
g^ verwandt ist. Bezeich- 
net man die verwandten 
Punkte mit deutschen 
Buchstaben, so sind auf 
1 die Bogen e^e/, 2)^3)/, g^e/, g^g/ einander gleich, 
weil die Geraden ©,2)/ und 6/2)i, e^®/ und S/®,, S^g/ 
und ®/5i sich auf g^ schneiden und daher parallel sind. 
Deshalb müssen die Winkel «(£», Sl®93, %^S6, %%Sd ein- 
ander gleich sein, nämlich gleich der Hälfte der Summe der 
Bogen Sias und ßiS/. Folglich liegen die sechs Punkte 
21S5(£S)65 ^^^ einem Kreise S, welcher dem Kegelschnitte 
K verwandt ist. 

Anderer Beweis. Von den Kegelschnitten K und K^ 
soll der leichteren Anschauung wegen angenommen werden, 
dafs sie Ellipsen sind; denn irgend zwei Kegelschnitte, die 
keine Ellipsen sind, kann man durch harmonische Verwandt- 
schaft stets in Ellipsen verwandeln. Man hat die Mittellinie 
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der Verwandtschaft nur so zu wählen, dafs sie keinen der 
Kegelschnitte schneidet. 

Dönkt man sich eine Gerade, welche K berührt und ganz 
im äufseren Gebiete von K^ Hegt, so bewegt, dafs sie stets 
Tangente von K bleibt, so wird sie zunächst dafs äufsere 
Gebiet von K^ durchlaufen, um dann auch in das innere 6e- 




Fig. 154. 

biet von K^ einzutreten und schliefslich auch wieder aus dem- 
selben auszutreten. Sie mufs daher zweimal K^ berühren. 
Demnach haben K und K^ zwei gemeinschaftliche Tangenten, 
welche in C und C^, D und D^^ berühren und sich in E 
schneiden mögen. 

Die Geraden CD und C^Dj, die Polaren von E in Bezug 
auf K und K^, mögen sich in P schneiden; es hat dann P 
bezüglich beider Kegelschnitte dieselbe Polare |}, welche auch 
durch E gehen mufs. 

Daraus schliefst man weiter, dafs auch die gemeinschaft- 
liche Sekante AB durch P geht. Denn zieht man PA und 
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träfe diese Gerade K in F, K^ in JP^, so würden P und p 
sowol durch A und F, als A und F^ harmonisch getrennt. 

Zu FGy PC^f PA sei g der vierte harmonische, dem 
letzten zugeordnete Strahl. Man konstruiere eine solche har- 
monische Verwandschaft, dafs dem Kegelschnitte K^ ein Kreis 
S und der Geraden g die unendlich entfernte Gerade g^ ver- 
wandt ist. Die zu PC, PCj, PA verwandten Geraden $ßoo(S; 
^OD®!? ^(»51 werden parallel und weil Si2)i auf p, der zu p 
verwandten Geraden senkrecht steht, denn p geht durch den 
Mittelpunkt des Kreises ^j, so müssen auch ^93 und ^^ auf 
p senkrecht stehen und zwar liegt SIS3 in der Mitte von 52) 
und ©i®!- Die Punkte 31 und S3 liegen symmetrisch zu p, 
also läfst sich durch dieselben ein Kreis Ä legen, welcher 
@ß und 62) berührt. Geschieht dies in ©' und 2), so liegt 
5135 in der Mitte von (£^2)1 und (S'2)', denn es ist die Potenz- 
linie von Äi und S'. Daher mufs der Kreis Ä' mit dem Kreise 
zusammenfallen, welcher dem Kegelschnitte K verwandt ist. 

Somit sind den Kegelschnitten K und JC^ die Kreise Ä 
und Äj verwandt. 

383. Aus der Verwandtschaft zweier Kegelschnitte, die 
sich in zwei reellen Punkten schneiden, mit zwei Kreisen, er- 
geben sich unmittelbar die folgenden Sätze: 

a. Wenn zwei Kegelschnitte nur zwei reelle Schnittpunkte 
haben, so haben sie auch nur zwei reelle gemeinschaftliche 
Tangenten, 

b. Zwei Kegelschnitte mit zwei reellen Schnittpunkten be- 
stimmen ein Büschel. 

c. Aufser der Geraden AB, welche die Schnittpunkte beider 
Kegelschnitte verbindet und für beide dieselbe Involtition kon- 
jugierter Punkte hat, giebt es noch eine zweite Gerade g von der- 
selben Eigenschaft Die imaginären Doppelpunkte der Involution 
konjugierter Punkte auf g sind die imaginären Schnittpunkte der 
beiden Kegelschnitte. Man nennt g die ideelle gemeinschaftliche 
Sekante. 

d. Die Kegelschnitte des Büschels schneiden jede Gerade in 
den Punktpaaren einer Involution. (36 c.) 

e. Von allen Kegelschnitten des Büschels berühren höchstens 
zwei eine Gerade. (36 g.) 
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f. Von allen Kegelschnitten des Büschels geht nur einer 
durch einen bestimmten PunJcL 

g. Das aus der reellen und ideellen gemeinschaftlichen 
Sekante bestehende Geradenpaar ist ein Kegelschnitt des BüschelSf 
denn durch keinen Punkt desselben kann ein anderer Kegel- 
schnitt des Büschels gehen. 

h. Das gemeinschaßliche Poldreieck hat eine reeÜe Ecke (P) 
und zwei imaginäre, die imaginären Doppelpunkte der Involution^ 
in welcher die Polare p von P von den Kegelschnitten ge- 
troffen udrd,^ 

i. Die Polaren eines Punktes in Bezug auf alle Kegelschnitte 
eines Büschels schneiden sich in einem Punkte^ dem konjugierten 
Punkte bezüglich des Büschels, (34.) 

k. Die Pole einer Geraden in Bezug auf die Kegelschnitte 
des Büschels liegen auf einem Kegelschnittej welcher auch durch 
die reelle Ecke des gemeinschaftlichen Poldreiecks geht. Auf ihm 
liegen auch die konjugierten Punkte aller Punkte der Geraden. 
Beweis wie in 360. 

1. Zieht man durch den Schnittpunkt gemeinschaftlicher 
Tangenten, welcher auf der reellen Seite des gemeinsamen Pol- 
dreieckes liegt, zwei Gerade, so schneiden sie zwei beliebige Kegel- 
schnitte des Büschels in solchen Punkten, dafs zwei Paare ihrer 
Verbindungslinien sich auf der reellen, die beiden andern Paare 
sich auf der ideellen gemeinschaftlichen Sekante schneiden. 

384. Alle Kegelschnitte K, welche einen Brennpunkt F und 
seine Leitlinie f gemeinsam haben, bilden ein Büschel. 

Man stelle eine solche harmonische Verwandtschaft her, 
dafs F das Centrum und der Geraden f die g^ verwandt 
ist. Jedem Kegelschnitte müfs dann ein Kreis mit dem 
Mittelpunkt F verwandt sein, weil die circulare Involution 
konjugierter Strahlen des Brennpunktes sich selbst verwandt 
ist. Da aber alle konzentrischen Kreise eine Gerade in einer 
Involution schneiden, so müssen dies auch die Kegelschnitte 
K thun. 

385. Alle Kegelschnitte K, welche einen Punkt P und eine 
Gerade p zu Pol und Polare und eine auf p liegende InvohUion 
als Involution konjugierter Punkte hohen, bilden ein Büschel, 
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Wenn die Involution auf p Doppelpunkte, A und JB hat, 
so müssen alle Kegelschnitte K die Geraden PA und FB in 
A und B berühren, haben also in A und B je zwei gemein- 
same Punkte und bilden daher ein Büschel mit vier reellen 
Grundpunkten. 355. 

Wenn die Involution auf p keine Doppelpunkte hat, so 
schneiden sich die Kreise über den einzelnen Punktpaaren in 
zwei Punkten F und jP'. Man ziehe PF und konstruiere den- 
jenigen Punkt 0, welcher p von P und F harmonisch trennt 
und wähle und p als- Gentrum und Axe einer harmonischen 
Verwandtschaft^ In dieser sind allen Kegelschnitten, welche 
P und p als Pol und Polare haben, solche verwandt, welche 
F und p als Brennpunkt und Leitlinie haben, also folgt der 
Satz aus 384. 

386. Alu Kegelschnitte, welche zwei Involutionen auf den 
Geraden p und q als Involutionen konjugierter Punkte haben, 
bilden ein Büschel. 

Wenn beide Involutionen Doppelpunkte haben, so folgt 
der Satz aus 355. 

Wenn die Involution auf p keine Doppelpunkte hat, so 
kann man nach 381. eine harmonische Verwandtschaft her- 
stellen, in welcher der p die g^ und jedem Kegelschnitte ein 
Kreis verwandt ist. Alle diese Kreise haben die zu der In- 
volution q verwandte Involution q als Involution konjugierter 
Punkte, also q als gemeinschaftliche reelle oder ideelle Sekante, 
jenachdem die Involution auf q Doppelpunkte hat oder nicht 
und der Satz ergiebt sich aus 36c. und 381. 

387. Alle Kegelschnitte, welche durch drei Punkte ABG 
gehen und zwei Punkte EE' m konjugierten Punkten haben, 
bilden ein Büschel, 

Es seien FG, F^G^, F^G^, ... Punktpaare, welche EE' 
harmonisch teilen; durch AB CFG und ABGF^G^ seien die 
Kegelschnitte K und K^ gelegt, die sich noch in D schneiden 
müssen. Denn durchläuft ein Punkt von A ab den Kegel- 
schnitt K^ und tritt zunächst in das innere Gebiet von K, 
verläfst dasselbe bei B, durchläuft einen Teil von K^ im 
äufseren Gebiete von K, tritt wieder bei C in das innere 

Mii'ivowsKi, Kegelschnitte. 18 
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Gebiet von K, so mufs er beim Austritt in das äufsere Ge- 
biet noch einmal K in D schneiden. K und K^ bestimmen 
ein Büschel und die Kegelschnitte desselben schneiden MW 
in einer Involution (356), welche mit der Involution JPG, 
F^Gi, F^G^y ' ' • identisch sein mufs, da sie mit ihr zwei 
Funktpaare gemein hat. Die Kegelschnitte des Büschels {KK^ 
fallen daher mit den Kegelschnitten durch ABC zusammen, 
welche EE' zu konjugierten Punkten haben. 

388. Alle Kegelschnitte, welche durch zwei Punkte AB 
gehen und die Funkte CG' und BLf m hmjugierten Punkten 
haben, hUden ein Büschel, 

Die Punktpaare EF, E^F^, F^F^, ..., welche CC und 
GH, G^Hy, G^H^, . . ., welche BB' harmonisch teilen, bilden 
zwei Involutionen. Man lege durch ABEF die Kegelschnitte 
eines Büschels, so schneiden sie BB' in einer Involution, 
welche mit der Involution GH, G^H^, G^H^, ... ein Punkt- 
paar gemein hat; dieses sei GH und es liegen also ABEFGE 
auf einem Kegelschnitte K, Auf gleiche Weise folgt, dafs es 
im Büschel {ABE^F^ einen Kegelschnitt K^ giebt, welcher 
durch eines der Punktpaare auf BB\ etwa G^H^ geht. Die 
beiden Kegelschnitte K imd K^ bestimmen ein Büschel, in 
welchem A und B zwei reelle Grundpunkte sind. Ein Kegel- 
schnitt desselben, Ko, mufs durch den Schnittpunkt Eo von 
CC und BB' gehen und diese Geraden in zwei Punktpaaren 
der auf ihnen liegenden Involutionen schneiden. Diese Punkt- 
paare seien EoFo und EqGo. Durch die fünf Punkte 
ABEoFqGo ist der Kegelschnitt Ko bestimmt und K^ ist 
also ein Kegelschnitt des durch K und Ko bestimmten 
Büschels. Legt man noch durch ABE^F^ denjenigen Kegel- 
schnitt K^, welcher BBf in einem Punktpaare G^H^ der In- 
volution schneidet, so folgt ganz ebenso, dafs K^ auch dem 
durch K und Ko bestimmten Büschel angehört. 

389. Alle Kegelschnitte, welche durch einen Punkt A gehen 
und die Punkte GC, BD, EE' zu konjugierten Punkten haben, 
bilden ein Büschel. 

Wenn P ein beliebiger Punkt ist, so bilden alle Kegel- 
schnitte durch A und P, welche CG' und DD' zu konjugierten 
Punkten haben, ein Büschel. Unter den Kegelschnitten des- 
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selben giebt es einen K, der EE' harmonisch teilt. Daraus 
folgt, dafs es unter allen Kegelschnitten durch A, welche CG\ 
BB\ EE' zu konjugierten Punkten haben, nur einen K giebt, 
welcher durch einen Punkt P und ebenso nur einen K^ gi&bt, 
welcher durch einen Punkt P^ geht. Beide müssen wenigstens 
noch einen Schnittpunkt B gemein haben und bestimmen 
daher ein Büschel. Sämtliche Kegelschnitte dieses Büschels 
schneiden die Geraden CG\ DD\ EE' in Involutionen, welche 
mit den Involutionen zusammenfallen müssen, deren Doppel- 
punkte CC\ BDfj EK sind. Daher haben all^ Kegelschnitte 
des Büschels {KK^ diese Punkte zu konjugierten Punkten. 

390. Von allen Kegelschnittmy welche die Punkte ÄÄ\ 
BB", CC, Diy m konjugierten Punkten hohen , geht nur ein 
einziger durch einen Punkt P] 

Alle Kegelschnitte durch P, welche AÄ, BB", CC zu 
konjugierten Punkten haben, bilden ein Büschel. Unter ihnen 
giebt es einen, der DD' harmonisch teilt, also kann man. 
schlief sen, dafs es unter allen Kegelschnitten, welche AÄ^ 
BB^, CC\ DZy zu konjugierten Punkten haben, nur einen 
giebt, welcher durch P geht. 

391. Die Sätze 387—390 gelten auch, wenn die kon- 
jugierten Punkte imaginär werden, also die imaginären Doppel- 
punkte von Involutionen sind, und lauten dann: 

a. Alle Kegelschnitte j welche durch drei Punkte ABC und 
die Punktpaare einer Involution gehen, bilden ein Büschel. 

b. Alle Kegelschnitte, welche durch zwei Punkte A und B 
und die Punktpaare zweier Involutionen gehen, bilden ein Büschel, 

c. Alle Kegelschnitte, welche durch einen Punkt A und die 
Punktpaare dreier Involutionen gehen, bilden ein Büschel, 

d. Von allen Kegelschnitten, welche durch die Punktpaare 
von vier Involutionen gehen, geht nur ein einziger durch einen 
Punkt P. , 

392. Zwei Kegelschnitte, die keinen reellen Schnittpunkt 
haben, lassen sich in harmonisch verwandte Beziehung zu zwei 
Kreisen bringen, 

I. Fall. Der eine Kegelschnitt liegt ganz aufserhalb des 
anderen. 

18* 
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Sind K und Ki die beiden Kegelschnitte^ so ziehe man 
an K irgend eine Tangente, welche ganz in das äufsere Ge- 
biet von K^ fällt und lasse dieselbe sich auf K bewegen. 
Bevor sie in das innere Gebiet von K^ eintritt und wieder 
aus demselben austritt, mufs sie K^ berührt haben, also haben 
K und K^ mindestens zwei gemeinsame Tangenten. Diese 
mögen sich in Ä schneiden und die Kegelschnitte in BG und 
JSiCi berühren; die Sehnen BC und B^Ci schneiden sich in 




Fig. 155. 

P. Die Polare von P mufs für beide Kegelschnitte mit der- 
jenigen Geraden durch Ä zusammenfallen, welche PA von 
den beiden harmonisch trennt. Da P aufserhalb beider Kegel- 
schnitte liegt, so mufs seine Polare beide schneiden. Es giebt 
daher zwei Punkte Q und R, welche die auf ihr von den 
Kegelschnitten ausgeschnittenen Sehnen harmonisch teilen. 
Die drei Punkte PQR bilden ein beiden Kegelschnitten ge- 
meinsames Poldreieck. 

Ist Xo ein beliebiger Punkt der Tangente BB^, sind X 
und Xi die auf PXo liegenden konjugierten Punkte von Xo 
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bezüglich K und K^j so durchlaufen X und X^ zwei Kegel- 
schnitte Ä und Äj, wenn X^ die Tangente durchläuft. (191.) 
Diese berühren -4P in P und haben noch zwei gemeinsame 
Punkte D und -B, die stets reell sein müssen. Der Kegel- 
schnitt Äi geht durch B^. Durchläuft X<, die Strecke B^A^ 
so durchläuft X^ den Teil des Kegelschnittes Ä^ von IB^ bis 
P. Der dem Punkte P^ bezüglich K konjugierte Punkt P' 
der Geraden IB^T? mufs also innerhalb Ä^, P aufserhalb liegen, 
also liegt ein Teil von ^^ innerhalb, ein anderer aufserhalb 
^ und diese Kegelschnitte haben daher noch zwei reelle 
Schnittpunkte D und P. 

Die Geraden PP und PP treffen die Tangente BB^ in 
Do und Po, so sind PPo und PPo konjugierte Punkte in 
Bezug auf beide Kegelschnitte K und K^, Treffen dieselben 
Geraden die Gerade QB noch in Po und TÜo^ so sind auch 
PPo und BEo konjugierte Punkte für beide Kegelschnitte 
und daher sind alle Punktpaare der Involutionen BBoj 
TDoj • . . und EEo und BEo, . . . Paare konjugierter Punkte 
bezüglich beider Kegelschnitte, also die Geraden BB und BE 
sind ideelle gemeinschaftliche Sekanten. 

Beschreibt man über BDoj BIfoj .... Kreise, so treffen 
sich diese in zwei Punkten und 0'; wählt man als 
Centrum einer harmonischen Verwandtschaft und legt die 
Axe durch ff parallel zu DDoj so sind den beiden Kegel- 
schnitten Kreise verwandt. 176. 
Anderer Beweis, 

Sind FGGB und F^G^C^B^ solche Punkte der beiden Fig. iss. 
Kegelschnitte, dafs die Büschel P (FGGA) und P^ {F^G^C^A) 
harmonisch sind, so haben sie den Strahl BA gemeinsam 
und es liegen also die Schnittpunkte BJH und BJ^H^ der 
übrigen Strahlen in einer Geraden. Man stelle eine harmo- 
nische Verwandtschaft her, in welcher dem Kegelschnitte K 
ein Kreis S und der Geraden JH die g^ verwandt ist; dann 
mufs dem Kegelschnitte K^ auch ein Kreis S^ verwandt sein. 
(Die verwandten Punkte erhalten deutsche Buchstaben.) Denn 
da ?ß im Unendlichen liegt und QB die Polare von P für K 
und Xi ist, so wird die verwandte Gerade DSR die Centrale 
von Ä und Ä^ sein, auf welcher die Gerade 83 (S und also 
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auch 33i@i senkrecht steht. Daher ist 5i®i ^^^ ^^^ ^^^ 
«1. Da ferner SB^ und »ifJi, 85® und ^^@, parallel sind, 
<^ gS® = 1 iJ ist, so mufs auch ^ gi»!®! = 1 iJ und Sj 
ein Kreis sein. 

Die Geraden PJ und PeT^ sind also ideelle gemeinschaft- 
liche Sekanten von K und Jf,, da die verwandten Geraden 
^foo und ?ß3i solche Sekanten der Kreise Ä und Ä^ sind. 

II. Fall. Der Kegelschnitt K liegt ganz innerhalb K^. 

Man kann annehmen, dafs der Kegelschnitt K eine 
Ellipse ist, denn wäre er Hyperbel oder Parabel, so läfst sich 
stets eine harmonische Verwandtschaft herstellen, in welcher 
einer der beiden verwandten Kegelschnitte SÄj eine Ellipse ist. 

Es seien AB CD vier beliebige Punkte, deren Polaren in 
Bezug auf die beiden Kegelschnitte K und K^ sich in Ä JS CD 
schneiden, so sind AÄj BB", CC\ DU konjugiert bezüglich 
K und Äj. Nach 390. giebt es unendlich viele Kegelschnitte, 
welche die Punkte jener vier Paare zu konjugierten Punkten 
haben; von ihnen geht durch irgend einen Punkt P nur ein 
einziger K^ und wenn P innerhalb K liegt, so mufs auch K^ 
ganz innerhalb K liegen. Denn läge K^ zum Teil auf serhalb 
Ky so müssten K und K^ einen gemeinsamen Punkt haben 
und durch diesen gingen dann zwei von den Kegelschnitten, 
die AÄy BB', CC\ DD' zu konjugierten Punkten haben, 
was gegen 390. verstöfst. Da aber K eine Ellipse ist, so 
mufs auch K^ eine Ellipse sein. Letztere umschliefst ein 
kleineres Gebiet, als die erstere. 

In gleicher Weise gelangt man zu einem Kegelschnitte 
Äg, der innerhalb K^ liegt und wenn man sich dieses Ver- 
fahren unendlich oft wiederholt denkt, so mufs man, da die 
Zahl der Kegelschnitte, welche AÄ, BS, CG', DD' zu kon- 
jugierten Punkten haben, einfach unendlich grofs ist, schliefslich 
zu einem Kegelschnitte gelangen, der in einen Punkt degeneriert. 
Dieser Punkt sei Q und seine Polare bezüglich K sei q. 

Die Kegelschnitte K und Qj letzterer als Punktkegel- 
schnitt betrachtet, haben zwei ideelle gemeinschaftliche Se- 
kanten (cf. 180a.). Ueber den Punktpaaren der Involution 
konjugierter Punkte auf der einen, s, dieser Sekanten denke 
man sich Kreise konstruiert 5 diese schneiden sich in zwei 
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Punkten und 0\ Wenn man eine harmonische Verwandt- 
schaft mit dem Centrum und der Mittellinie s herstellt, 
deren Axe also durch (/ parallel der Mittellinie s läuft, so 
sind in derselben dem Kegelschnitte K ein Kreis Ä und dem 
Punktkegelschnitte Q ein Punktkreis D verwandt. 

Ist nämlich S der Pol von s bezüglich K und sind RR 
zwei konjugierte Punkte auf s, so sind SR und 8'R zwei 
konjugierte Strahlen für K, Die verwandten Geraden @9i 
und @9i' sind parallel zu OiJ und OR, denn die den Punkten 
R und jR' der Mittellinie verwandten Punkte liegen auf OR 
und OR im Unendlichen-, sie sind konjugiert bezüglich Ä im 
Punkte @, dem Pole der zu s verwandten Geraden g^. Da 
@ somit der Mittelpunkt von St ist und je zwei konjugierte 
Strahlen im Mittelpunkte, also je zwei konjugierte Durch- 
messer auf einander senkrecht stehen, so ist S ein Kreis. 

In gleicher Art läfst sich nachweisen, dafs Cl ein Punkt- 
kreis ist. Denn den für Q konjugierten Strahlen QR und 
QK sind die senkrechten für Cl konjugierten Strahlen D$R 
und D9ii verwandt. 

Der Kreis Ä und der Punktkreis D konstituieren ein 
Kreisbüschel, für dessen einzelne Individuen die zu AÄ, BR, 
CC\ DD' verwandten Punktpaare 3131', 8395', e®', 2)35' auch 
aus konjugierten Punkten bestehen. Diesen Kreisen sind in 
der harmonischen Verwandtschaft solche Kegelschnitte ver- 
wandt, welche AÄ', BR, CC\ DU zu Paaren konjugierter 
Punkte haben. Da alle Kreise dieselbe Involution konjugierter 
Punkte auf jeder gemeinschaftlichen Sekante haben, so gilt dies 
auch für die verwandten Kegelschnitte; diese bilden also ein 
Büschel (386.), zu welchem (390.) auch K^ gehört. 

Anderer Beweis, 

Man nehme wieder an, es seien die beiden Kegelschnitte 
K und K^ Ellipsen und es liege K ganz innerhalb Ä^; es 
seien femer AÄ , BB\ CC\ DD' vier Paare konjugierter 
Punkte, so giebt es unendlich viele Kegelschnitte K2 . . ., für 
welche die Punkte dieser Paare konjugierte Punkte sind. Die 
Gesamtheit dieser Kegelschnitte werde bezeichnet mit (KK^), 
An K ziehe man im Punkte Ao, der beliebig angenommen 
werde, die Tangente t] diese mufs K^ in A^B^ schneiden. 
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Es bewege sich Ä^ in der Richtung Ä^Äo nach Ä^, so mufs 
der durch A^ gehende Kegelschnitt K^ von (KK^ die Gerade 
t in einem Funkte JS^ schneiden, zu welchem B^ gelangt, 
wenn er sich in der Richtung B^Ao bewegt. Ebenso ergiebt 
sich, dafs wenn A^ sich von Ao fort in der Richtung A^Ä^ 
bewegt, auch B^ sich von Ao fort in der Richtung AqB^ be- 
wegen mufs. Die Punkte A^ und B^y d. h. die Schnittpunkte 




Fig. 156. 

der Kegelschnitte (KK^) mit t bewegen sich demnach in ent- 
gegengesetzter Richtung. Bei dieser Bewegung, die von A^ 
aus in der Richtung A^Ao vor sich gehen mag, treffen also 
die Punkte A^ und Bi in Ao zusammen, um sich dann wieder 
zu trennen. Der Punkt A^ gelange ins Unendliche nach Am, 
dann wird sich- B^ im Allgemeinen an einer Stelle Bm im 
Endlichen befinden. Gelangt A^ durchs Unendliche hindurch 
nach An, so hat sich B^ nach einem Punkte Bn bewegt, 
dem Punkte An entgegen, sich ihm also genähert. Bei fort- 
gesetzter Bewegung müssen also die Punkte A^ und i?i auf- 
einandertreffen, ehe sie in ihre alte Lage zurückkommen. Dies 
geschehe im Punkte Äo. Durch ihn geht (390.) ein Kegel- 
schnitt K' aus der Gesamtheit (KK^), welcher also auch t 
berührt. Somit haben die Kegelschnitte KK' eine gemein- 
schaftliche Tangente und da beide keinen gemeinschaftlichen 
Punkt haben können (390.), so liegt jeder von ihnen ganz 
aufserhalb des anderen. Man kann also nach dem ersten 
Falle K und K' durch harmonische Verwandtschaft in zwei 
Kreise Ä und ^ verwandeln, welche die Punkte der Paare 
Sir, »»', e©', 2)2)', die den Punkten AÄ, BB", CC\ BD' 
verwandt sind, zu konjugierten Punkten haben. Die Kreise 
Ä und Ä' bestimmen ein Büschel (SÄ') von Kreisen, denen 
ein Büschel von Kegelschnitten verwandt ist, welche mit den 
Kegelschnitten {KK^ zusammenfallen müssen. Denn ist ^ 
ein beliebiger Punkt, durch welchen der Kreis Ä^, des Büschels 
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(Ä^) geht, so geht durch den verwandten Punkt P der zu 
Ä|, verwandte Kegelschnitt Äp, aber auch ein Kegelschnitt 
Kp aus der Gesamtheit {KK^. Beide haben die Punkte J. -4', 
j?j?', CG\ DD' zu konjugierten Punkten, also müssen sie 
nach 390. zusammenfallen. Demnach lassen sich alle Kegel- 
schnitte der Gesamtheit (KK^) in Kreise verwandeln und es 
ist (KKi) ein Kegelschnittbüschel. 

393. Irgend zwei Kegelschnitte K und K^ die keine reellen 
SchniUptmJcte haben, müssen sich in zwei Paaren Jconjugiert 
imaginärer Punkte schneiden. 

Denn man kann sie in harmonisch verwandte Beziehung 
zu zwei Kreisen Ä und Äj bringen, die sich auf ihrer Potenz- 
linie und auf g^ in zwei Paaren konjugiert imaginärer Punkte 
schneiden. Durch diese gehen alle Kreise des Kreisbüscbels 
(Ä^i), die ihnen verwandten Kegelschnitte gehen durch die 
vier imaginären Schnittpunkte von K und Ki und bilden ein 
KegelschniUbüschel mit vier imaginären GrundpunJcten, Für 
dasselbe gelten die Eigenschaften der beiden früher besprochenen 
Büschel. 

a. Unter allen Kegelschnitten des Büschels giebt es nur 
einen durch einen bestimmten Punkt. 

b. In dem Büschel giebt es ein Paar von Geraden, be- 
stehend aus den ideellen Sekanten, welche die Eigenschaft haben, 
dafs ein Paar konjugierter Punkte in Bezug auf einen Kegel- 
schnitt des Büschels auch konjugiert ist in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte desselben. Diese Geraden schneiden sich in einer Ecke 
des allen Kegelschnitten gemeinsamen Poldreiecks. 

c. Alle Kegelschnitte eines Büschels schneiden eine Gerade 
in einer InvoluMon. (36 c.) 

d. Unter allen Kegelschnitten eines Büschels giebt es 
höchstens zwei, welche eine Gerade berühren. 36 g. 

e. Die Polaren eines Punktes in Bezug auf alle Kegelschnitte 
eines Büschels schneiden sich in einem Punkte, dem konjugierten 
Punkte bezüglich des Büschels. (34.) 

f. Die Pole einer Geraden in Bezug auf die Kegelschnitte 
des Büschels liegen auf einem Kegelschnitte, welcher auch durch 
den Scheitel des einzigen Geradenpaares des Büschels geht. Auf 
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ihm liegen auch die hmjugierten Punkte allsr Punkte der 
Geraden, . 

Beweis wie in 360. 

g. Zwei Kegelschnitte, von denen der eine ganz aufserMb 
des anderen liegt, haben vier reelle Tangenten. 

394. Die Berührungspunkte aller Tangentefn, die sich vmi 
einem Punkte der einen ideellen Sekante an die Kegelschnitte des 
Büschels mehen lassen, liegen auf einem Kegelschnitte^ welcher dk 
andere ideelle Sekante in denjenigen beiden imaginären Punkten 
schneidet, welche sie mit den Kegelschnitten des Büschels ge- 
mein hat. 

Es seien s und s^ die beiden ideellen Sekanten des 
Büschels (KKi) und auf-s sei P ein beliebiger Punkt; man 
stelle eine solche involutoi:ische Verwandtschaft her, dafs der s^ 
die g^ und dem Büschel {^^K^) ein Büschel von Kreisen (^^^ 
verwandt ist; die verwandte Gerade § ist die Potenzlinie des 
letzteren. Dem Punkte P ist ein Punkt ^ auf ihr verwandt. 
Die Berührungspunkte der von ^ an (Ä^i) gezogenen Tan- 
genten liegen auf einem Kreise SR, also liegen die verwandten 
Berührungspunkte auf einem Kegelschnitte M, 

Da ?ß und g^ Pol und Polare für 5Di sitid, so müssen P 
und s^ Pol und Polare für M sein; da femer 9K die Potenz- 
linie in zwei Punkten schneidet, die für alle Kreise (ÄSj) 
konjugiert sind, so mufs auch M die Sekante s in zwei solchen 
Punkten schneiden, die für alle Kegelschnitte {KK^ kon- 
jugiert sind. 

Der Kreis äR geht durch die Kreispunkte auf g^, also 
mufs M durch die verwandten Punkte auf s^ gehen; diese sind 
aber die Doppelpunkte der Involution konjugierter Punkte be- 
züglich aller Kegelschnitte des Büschels (KK^). 

395. Der Satz in 394 ist nur für den Fall eines Kegel- 
schnittbüschels mit vier imaginären Grundpunkten bewiesen. 
Um ihn auch für den Fall abzuleiten, dafs zwei Grundpunkte 
reell und zwei imaginär sind, mufs man auf die Eigenschafken 
der Kreisbüschel zurückgehen. 

Die Kreise Ä und ^i, welche keinen gemeinschaftlichen 
Punkt haben sollen, konstituieren ein Büschel (S^i) mit der 
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Potenzlinie p und der Centrale m; die Kreise des konjugierten 
Büschels (3R3Ri) haben p zur Centrale (33) und schneiden tn 
in denjenigen beiden Punkten O und SR, welche die auf m 
liegenden Durchmesser harmonisch teilen. Nimmt man Q 
zum Centrum einer harmonischen Verwandtschaft und legt 
die Axe q durch 9fl parallel zu p, so sind die Kreise des 
Büschels (ÄÄi) sich selbst verwandt, denn D und q sind für 
alle diese Kreise Pol und Polare. Der Potenzlinie p ist g^ 
verwandt, denn p halbiert senkrecht die Strecke jQiR und 
den Kreisen des Büschels (9D?3Ri) sind Kegelschnitte ver- 
wandt. Der Kreis um 3R geht durch die Berührungspunkte der 
von ÜJi an die Kreise des Büschels (SÄi) gezogenen Tangen- 
ten und durch die Punkte D und SR, also geht der ihm ver- 
wandte Kegelschnitt M durch die Berührungspunkte der aus 
detn auf g^ liegenden und zu 9Ji verwandten Punkte M^ an 
die Kegelschnitte (S^JJ gezogenen Tangenten. Da der Kreis 
3Ji von p in zwei reellen Punkten geschnitten wird, so ist der 
verwandte Kegelschnitt M eine Hyperbel. Der Kreis 3Ä werde 
von p in 21 und S5 geschnitten; der Pol von S193 in Bezug 
auf 9Ä ist der Schnittpunkt ^ß^o von g<y^ mit der Centrale TU; 
der ihm verwandte Punkt ist der Halbierungspunkt von 
£191 und da g^ und p oder SIS3 verwandte Gerade sind, so 
mufs der Mittelpunkt der Hyperbel M sein. Die Geraden 
Q91 und DS3 stehen aufeinander senkrecht; sie sind sich selbst 
verwandt und schneiden g^ in ihren beiden Schnittpunkten 
Aaa und Bao mit M. Also sind die Geraden 0Ä<^ und OB^ 
die Asymptoten der Hyperbel M und weil sie aufeinander 
senkrecht stehen, ist die Hyperbel eine gleichseitige. 

Von dem auf g^ liegenden Punkte M^ sei eine Tangente 
an einen Kreis des Büschels (ÄÄi), etwa ^o gezogen und be- 
rühre in So- Durch So geht ein Kreis des Büschels (3K3Ri), 
etwa 3Jlo und da ^o und 3Ko sich rechtwinklig schneiden, so 
berührt 3Ro in S^ die zur Tangente Jf^ßo gezogene Senk- 
rechte, welche g^ in M^ schneidet. Die Gerade ikCSo ist 
Tangente des Kreises 2Ko. Daraus folgt also, dafs die Be- 
rührungspunkte der von M^ an die Kreise des Büschels (ÄSJ 
gezogenen Tangenten mit den Berührungspunkten der von M^ 
an die Kreise des Büschels (SDiäRJ gezogenen Tangenten zu- 
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Bammenfallen. Denn alle Tangenten von M^ sind einander 
parallel und ebenso alle von Mi und die Richtung der letzteren 
ist rechtwinklig zu derjenigen der ersteren. 

Alle Kreise (3R3Ri) gehen durch die beiden auf flr^ liegen- 
den Kreispunkte, also müssen alle verwandten Hyperbeln 
{MM^ durch die diesen verwandten Punkte auf p gehen, d. h. 
die Involution auf p, welche der Involution konjugierter Punkte 
auf g^ in Bezug auf irgend einen Kreis verwandt ist, als 
Involution konjugierter Punkte haben. Alle gleichseitigen 
Hyperbeln {MM^ bilden also ein Büschel mit zwei imaginären 
und zwei reellen Grundpunkten D, und 9i. 

Man hat also das Resultat: 

Zieht man von einem im Unendlichen gelegenen Fiinkte 
Tangenten an die Kreise eines Büschels, so liegen die Berührungs- 
punkte auf einer gleichseitigen Hyperbel. Durchläuft jener Punkt 
die unendlich ferne Gerade g^, so durchläuft die gleichseitige 
Hyperbel ein Büschel mit 0wei reellen und 0wei imaginären 
Schnittpunkten. Diese sind die Doppelpunkte der Involutionen^ 
welche das Kreisbüschel und das ihm konjugierte Kreisbüschd 
auf der Centrale und Potendinie des ersteren bestimmen. Zieht 
man aus den Punkten eines Paares derjenigen Involution auf 
g^ , welche die konjugierten Punkte bezüglich irgend eines Kreises 
auf derselben bilden, Tangenten und zwar von dem einen Punkte 
an das urprüngliche, von dem andern an das konjugierte Kreis- 
büschel, so liegen alle Berührungspunkte auf derselben gleichseitigen 
Hyperbel. 

Daraus aber ergiebt sich vermittelst einer harmonischen 
Verwandtschaft: 

Zieht man von einem Punkte M einer der beiden gemein- 
schaftlichen Sekanten eines Kegelschnittbüschels (B) mit zwei 
reellen und zwei imaginären Schnittpunkten Tangenten an die 
Kegelschnitte des Büschels, so liegen die Berührungspunkte auf 
einem Kegelschnitte, Durchläuft M die gemeinsame Sekante, so 
durchläuft dieser Kegelschnitt ein Büschel mit zwei reellen und 
zwei imaginären Grundpunkten. Ist (ß) das Büschel, wdches 
man erhält, wenn M die reelle Sekante durchläuft, und sind A 
und Ä zwei konjugierte Punkte auf der ideellen Sekante bezüglich 
des Büschels (E), so liegen die Berührungspunkte der Tangenten 
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von A an die Kegelschnitte des Uteeren mit denjenigen von Ä 
an die des Büschels (ß) auf demselben Kegelschnitte, 

396. Unter den Kegelschnitten eines BüscJiels mit vier reellen 
Grundpunkten y von deneti keiner innerhalb des von den anderen 
gebildeten Dreieckes liegt, giebt es eine Gruppe von Ellipsen, ewei 
Parabdn und eine Gruppe von Hyperbeln, in welcher eine einzige 
gleichseitige Hyperbel vorkommt 

Die Gegenseitenpaare eines konvexen Vierecks AB CD 
mögen sich in E und F schneiden. Zieht man durch F zu 

EA und ED Parallelen, so 
liegen sie auTserhalb des Win- 
kels J.JP'^ und die Gegenseiten- 
paare schneiden daher jede, also 
auch die unendlich ferne Gerade, 
in zwei Punktpa^en, welche 
eine Involution mit reellen 
Doppelpunkten konstituieren. 
Da diese Involution mit derje- 
nigen identisch ist, in welcher 
die Kegelschnitte des Büschels K(ABCD) die unendlich ferne 
Gerade schneiden (356), so ergiebt sich zunächst, dafs es unter 
den Kegelschnitten des Büschels unendlich viele Hyperbeln und 
zwei Parabeln giebt, deren Berührungspunkte mit g^^ die 
Doppelpunkte der Involution auf ^r^ sind. 

Ist H der Schnittpunkt der Höhen in einem der Dreiecke, 
deren Ecken irgend drei von den Ecken des Vierecks sind, so 
geht durch ihn ein Kegelschnitt des Büschels, der nach 194. 
und 309. eine gleichseitige Hyperbel sein mufs und daher 
auch durch die Höhenpunkte der anderen Dreiecke geht. 

Alle diejenigen Kegelschnitte, welche g^ nicht treffen, 
sind Ellipsen. 

397. Die Kegelschnitte eines Büschels mit vier reellen 
Grundpunkten, von denen einer innerhalb des von den anderen 
gebildeten Dreiecks liegt y sind lauter Hyperbeln, Unter ihnen 
giä)t es eine gleichseitige. 

Sind AB CD vier Punkte einer Ellipse oder Parabel, so 
liegt jeder auTserhalb des von den drei anderen gebildeten 
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Dreiecks, da jedes einer Ellipse oder Parabel eingeschriebene 
Dreieck ganz innerhalb des Kegelschnittes liegt. Daher giebt 
es in dem Büschel, dessen Grundpunkte ein konkaves Viereck 
bilden, nur Hyperbeln, unter denen eine gleichseitige vor- 
kommt (194. 309), welche durch die Höhenpunkte der vier 
Dreiecke geht, deren Ecken je drei von den Grundpunkten sind. 

398. Sind in einem KegelsehniUbüschel mit vier reellen 
Gnmdpunkten zwei gleichseitige Uyherheln enthaltenf so besteht 
es aus lauter gleichseitigen Hyperbeln, deren Mittelpunkte sämtlich 
auf einem Kreise liegen. 

Wenn ÄBCD die vier Grundpunkte des Büschels sind 
und es kommen in demselben zwei gleichseitige Hyperbeln 

« 

vor, so mufs nach 194. und 309. jeder der Grundpunkte der 
Hohenpunkt des von den drei anderen gebildeten Dreiecks 
sein. Jeder JB^egelschnitt durch ÄBCD ist also eine gleich- 
seitige Hyperbel. 

Der Polarkegelschnitt der unendlich entfernten Geraden 
g^ geht (cf. 360) durch die Scheitel der drei Geradenpaare 
des Büschels, welche hier die Höhenfufspunkte sind, und durch 
die Mitten der Verbindungsstrecken, also durch die Mitten der 
Seiten und die Mitten derjenigen Abschnitte der Höhen, welche 
durch die Ecken begrenzt sind. Diese neun Punkte liegen 
aber auf dem Feuerbachschen Kreise, welcher somit die Mittel- 
punkte aller gleichseitigen Hyperbeln enthält. 

399. Ein Kegelschnittbüschel mit zwei reellen und zwei 
imaginären Grundpunkten enthält entweder lauter Hyperbeln oder 
eine Gruppe von Ellipsen zwei Faraheln und eine Gruppe vcm 
Hyperbeln, in jedem Falle aber eine gleichseitige Hyperbel. 

Ein Büschel von Kegelschnitten mit zwei reellen und zwei 
imaginären Grundpunkten läfst sich durch harmonische Ver- 
wandtschaft stets in ein Kreisbüschel verwandeln. Die Mittel- 
linie m der Verwandtschaft schneidet entweder die gemein- 
schaftliche Sehne selbst oder ihre Verlängerung. 

Im ersten Falle wird sie von allen Kreisen des Büschels 
getroffen und da ihr die unendlich ferne Gerade g^ verwandt ist, 
so schneidet diese jeden Kegelschnitt des Büschels; also sind 
alle Kegelschnitte desselben Hyperbeln. 
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Im zweiten Falle wird m von einer Gruppe der Kreise 
geschnitten, von zwei Kreisen berührt, von einer andern Gruppe 
nicht getroffen. Diesen Gruppen sind verwandt eine Gruppe 
von Hyperbeln, zwei Parabeln, eine Gruppe von Ellipsen. 

Verbindet man das Centrum S der Verwandtschaft mit 
den Schnittpunktpaaren der Kreise und der Mittellinie m, so 
erhält man in 8 eine Involution. Diese hat ein rechtwinkliges 
Strahlenpaar. Den Paaren zugeordneter Strahlen der Involution 
sind die Asymptoten der Hyperbeln parallel; da es nur ein 
rechtwinkliges Strahlenpaar giebt, so giebt es auch nur eine 
gleichseitige Hyperbel. 

400. Ein Kegelschnittbüschel mit vier imaginären Grund- 
ptmTcten enthält eine Gruppe Ellipsen ^ zwei Parabeln und eine 
Gruppe Hyperbeln. 

Ein Kegelschnittbüschel mit vier imaginären Grundpunkten 
läfst sich durch harmonische Verwandtschaft stets in ein Kreis- 
büschel verwandeln. Die Mittellinie m der Verwandtschaft 
trifft nur einen Teil der Kreise, also wird die ihr verwandte 
unendlich ferne Gerade auch nur von einem Teile der Kegel- 
schnitte des Büschels getroffen. Diese Kegelschnitte sind also 
Hyperbeln, welche auf ^r^o eine Involution bestimmen, die zwei 
reelle Doppelpunkte hat, denn m wird von den Kreisen des 
Büschels in einer Involution geschnitten, die stets zwei reelle 
Doppelpunkte hat. In den Doppelpunkten wird g^ von zwei 
Parabeln des Büschels berührt. Denjenigen Kreisen, welche 
m nicht treffen, sind Ellipsen des Büschels verwandt. 

401. Wenn in einem Kegelschnittbüschel ein Kreis vorkommt, 
so stehen die Äxen der 'beiden» Parabeln des Büschels auf einander • 
senkrecht. 

I. Fall. Das Büschel hat vier reelle örundpunkte ABCR rig. i58. 

Die beiden Gegenseitenpaare AB, CD und AD, BC 
schneiden sich in E und F-^ zieht man FG \\ AB und FE || CD, 
so ist 

^ CFG = CDA = 180« — B 

<^ DFH= B = 180« - CDA, 
also 

^ CFG + DFH= 180«. 
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Halbiert man die Winkel GFHxmAAFB durch J'J und l^Z 
so folgt aus: 

^ QFH + 2HFD + DFC = 180« 



dafs 



^JFH+HFD + DFK=90^, 




(Fig. 158. 

Also sind F(JKGII) und F(JKCB) harmonisch. Die recht- 
winkligen Geraden FJ und FK schneiden daher g^ in den 
Doppelpunkten derjenigen Involution, welche die Kegelschnitte 
des Büschels auf ihr bestimmen, und sind den Axen der beiden 
Parabeln parallel. 

IL Fall. Das Büschel hat zwei oder vier imaginäre 
Grundpunkte. 

Man verwandle das Büschel in ein Büschel von Kreisen 
durch eine harmonische Verwandtschaft mit dem Centrum S 
und der Axe 5. Soll in dem Kegelschnittbüschel ein Kreis 
vorkommen, so müssen S und s* für diesen Kreis Pol und 
Polare sein. Die Mittellinie m der Verwandtschaft wird von 
dfer Potenzlinie des Kreisbüschels in Q getroflPen, dem Central- 
punkte der Involution, welche die Kreise des Büschels auf m 
bestimmen. Um die Doppelpunkte dieser Involution zu kon- 
struieren, ziehe man von Q an einen der Kreise des Büschels 
eine Tangente QG und beschreibe mit ihr um Q einen Kreis. 
Dieser schneidet m in den Doppelpunkten M und N. 

Wenn man 8 als einen Punktkreis betrachtet, so kon- 
stituieren S und der Kreis ein Kreisbüschel, dessen Mittel- 
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linie m ist. Daher ist QC = Q8 und der vorhin mit QC 
um Q beschriebene Kreis geht auch durch S und es sind die 
Geraden MS und NS rechtwinklig zu einander. 



j^ — 




Fig. 159. 

In der harmonischen Verwandtschaft {Ss) sind sie sich 
selbst verwandt und treffen g^ in den Doppelpunkten der In- 
volution, welche die Kegelschnitte des Büschels auf g^ be- 
stimmen; sie sind deshalb die Axen der Parabeln des Büschels. 

402, Wenn in einem Kegelschnittbüschel mit imaginären 
Grtmdpunkten zwei gleichseitige Hyperbeln vorkommen, so besteht 
es aas lauter gleichseitigen Hyperbeln. 

I. Die Hyperbeln des Büschels schneiden g^ in den Punkt- 
paaren einer Involution; dieselbe Involution erhält man auch; 
wenn man von einem beliebigen Punkte Parallelen zu den 
Asymptoten zieht. Da zwei Paar solcher Parallelen recht- 
winklig sind, so wird die Strahleninvolution aus lauter recht- 
winkligen Paaren, das Kegelschnittbüschel aus lauter gleich- 
seitigen Hyperbeln bestehen. 

IL Um ein Büschel gleichseitiger Hyperbeln aus einem 
Kreisbüschel mit zwei reellen Grundpunkten durch harmonische 
'Verwandtschaft zu erhalten, schneide man das Kreisbüschel 
durch eine Gerade m, welche zwischen den beiden reellen 
Grundpunkten hindurchgeht. Man erhält dadurch auf m eine 

Mii'iNOWSKi, Kegelschnitte. 19 
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Involution mit imaginären Doppelpunkten und daher giebt es 
einen Punkt S, aus welchem die Punktpaare der Involution 
•durch rechtwinklige Strahlenpaare projiciert werden. Nimmt 
man S als Centrum und m als Mittellinie der Verwandtschaft, 
so ist jedem Kreise eine gleichseitige Hyperbel verwandt. 

III. Zwei Kreise, die keinen reellen Schnittpunkt haben, 
lassen sich durch harmonische Verwandtschaft nicht in gleich- 
seitige Hyperbeln verwandeln. Denn jede Gerade wird von 
dem durch die beiden Kreise bestimmten Büschel in einer 
Involution mit reellen Doppelpunkten geschnitten, deren Punkt- 
paare also von keinem Punkte aus durch rechtwinklige Strahlen- 
paare projiciert werden können. Daraus aber folgt: 

Zwei gleichseitige Hyperbeln hohen mindestens zwei reelle 
Schnittpunkte. 

403. Legt man durch zwei reelle oder zwei konjugiert imch 
ginäre Grundpunkte eines Kegelschnittbüschels einen beliebigen 
Kegelschnitt j so treffen sich die reellen oder ideellen gemeinschaft- 
lichen Sekanten, welche seine beiden anderen Schnittpunkte mit 
den Kegelschnitten des Büschels verbinden, in einem Funkte der- 
jenigen gemeinschaftlichen Sekante des Büschels, welche durch die 
anderen Grundpunkte geht 

Es seien K^K^K^ , . . die Kegelschnitte des Büschels, ss' 
zwei solche gemeinschaftliche Sekanten, welche einen Kegel- 
schnitt des Büschels bilden. Durch die beiden auf s liegenden 
reellen oder imaginären Grundpunkte des Büschels lege man 
einenKegelschnitt K^, welcher mit den Kegelschnitten K^K^K^.., 
noch die reellen oder ideellen gemeinschaftlichen Sekanten 
^01%% • • • gemein hat; so dafs die Geradenpaare 5%, sSq,, 
s5o3, . . . Kegelschnitte der Büschel {KqK^), (K^K^, (KqK^), ... 
sind. 

Die Sekante Sq^ schneide s' in P'; durch P' lege man 
eine Gerade g, welche die Kegelschnitte 

jKq, K^, K^y K^y ... und die Sekante s 

in QqQo, QiQij Q^Q^y QzQzy-' ^^^ ^^ ^ 

schneidet. Dann sind 

Pr, Q,Q,', Q,Q,'; PI", Q,Q,', Q,Q,'; PF, Q,Q,', Q,Q,';,.. 

je drei Punktpaare einer Involution, also liegt P' auch auf s^gj «o») • • 
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404. Legt man ans zwei konjugierten Funkten P und P^ 
einer reellen oder ideellen gemeinschaftlichen Sekante eines Kegel- 
sdmitfbüschels Tangenten an die Kegelschnitte desselben^ so 
liegen die Berührungspunkte auf zwei Kegelschnitten % und st^, 
welche jede durch P oder P^ gelegte Gerade in vier harmonischen 
Punkten schneiden y so dafs sowohl die Schnittpunkte mit % (As 
diejenigen mit n^ zugeordnet sind. 

I. Es seien P und P^ zwei konjugierte Punkte der ideellen 
Sekante s eines Eegelschnittbüschels {KK^K^...) mit vier 
imaginären Grundpunkten. 

Man verwandle durch harmonische Verwandtschaft das 
Kegelschnittbüschel in ein Kreisbüschel (^^1^2 . . .)/ Den Punkten 




Fig. 160. 



P und Pi sind die bezüglich des Kreisbüschels konjugierten 

Punkte ^ und ^j verwandt, welche auf einer ideellen Sekante 

desselben liegen müssen, entweder auf der endlichen Sekante, 

d. i. der Potenzlinie oder auf der unendlich fernen Geraden. 

Zunächst werde angenommen, dafs ^ und ^^ auf der 

endlichen Sekante % liegen. Um 5ß und 5ßi beschreibe man 

diejenigen beiden Kreise, welche die Kreise des Büschels recht- 

19* 
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winklig schneiden. Da nun auf einer beliebig durch $ ge- 
zogenen Geraden 5ßSl^ = ^83^ = ^ßß^ = ^ßSöi.^Jjei, weil die 
Polare von $ßj bezüglich Ä durch $ß und die Schnittpunkte 
der Kreise ^ und ^^ geht^ so sind ä3@ä3i&i harmonische 
Punkte. 

Wenn ^ und ^^ auf g^ liegen, so konstruiere man auf 
der Centrale des Ereisbüschels diejenigen beiden Puukte 
und 9i, welche bezüglich des Büschels konjugiert sind, wähle 
einen von ihnen, etwa D, zum Centrum und die Potenzlinie 
§ zur Mittellinie einer harmonischen Verwandtschaft, so sind 
die Kreise ^^ . . . sich selbst verwandt, denn Centrum und 
Axe der Verwandtschaft sind Pol und Polare für alle Kreise des 
Büschels (Ä^i)^ sollen aber mit Ä'Ä^' . . . bezeichnet werden. 
Das Büschel (Ä'ß/) hat zur Potenzlinie die der unendlich 
fernen Geraden verwandte Gerade §'; den konjugierten Punkten 
5ß und 5ßi des Büschels (Äß') sind die konjugierten Punkte 
5ß' und $ß/ des Büschels (^'Ä/) verwandt. Zieht man um 
diese die rechtwinklig schneidenden Kreise, so wird jede Ge- 
rade durch ^' oder 5ßi' von beiden Kreisen in harmonischen 
Punkten geschnitten. Diesen Kreisen sind gleichseitige Hyper- 
beln verwandt und da die harmonische Beziehung bei der 
harmonischen Verwandtschaft erhalten bleibt, so folgt, dafs 
jede durch 5ß oder ^ß^ gezogene Gerade von den beiden gleich- 
seitigen Hyperbeln harmonisch geteilt wird. 

Hieraus folgt zunächst: 

Zieht man von zwei konjugierten Punkten eines KreisbüschelSj 
welches keine reellen Grundpunkte hat, Tangenten an die Kreise^ 
so liegen die Berührungspunkte auf zwei Kreisen oder auf zwei 
gleichseitigen Hyperbeln von der Beschaffenheit, dafs sie jede 
durch einen der beiden Punkte gelegte Gerade in vier harmonischen 
Punkten schneiden. 

Hieraus aber folgt für den Fall von vier imaginären 
Grundpunkten eines Kegelschnittbüschels der Satz. 

n. Es seien im zweiten Falle P und P^ zwei auf der 
ideellen Sekante liegende konjugierte Punkte eines Kegelschnitt- 
büschels {KKi) mit zwei reellen Grundpunkten A und jB. 
Diesem sei ein Kreisbüschel (ß^^) mit den reellen Grund- 
punkten ^ und S3 harmonisch verwandt. Zieht man aus einem 
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der verwandten Punkte 5ß und 5ßi, die im Unendlichen liegen 
müssen^ etwa aus ^^ Tangenten an die Kreise des Büschels, 
so liegen die Berührungspunkte auf einer gleichseitigen Hyperbel. 
Man erhält diese aber auch als Ort der Berührungspunkte der 
an die Kreise des konjugierten Büschels (ßJlWli) gelegten 
Tangenten. Denn ist (S der Berührungspunkt der Tangente 
5(5® an Ä, so giebt es im Büschel (SRaRi) einen Kreis 3», 
welcher Ä in (S rechtwinklig schneidet, also ^^ (£ zur Tangente 
hat. Das Büschel (9W3Ri) hat keine Grundpunkte, also wird 
jede durch ^ oder 5ßi gelegte Gerade von den beiden Hyperbeln 
harmonisch geschnitten. 

Daraus folgt zunächst für Kreisbüschel: 

Zieht man aus zwei im Unendlichen liegenden konjugierten 
Tunkten eines Kreisbüschels mit reellen Crrundpunkten Tangenten 
an die Kreise y so liegen die Berührungspunkte auf zwei gleich- 
seitigen Hyperhein, welche jede durch einen der beiden Punkte 
gelegte Gerade harmonisch schneiden. 

Mittelst der harmonischen Verwandtschaft folgt hieraus 
der oben aufgestellte Satz für Kegelschnittbüschel mit zwei 
reellen und zwei imaginären Grundpunkten. 

§ 26. 
IDie Kegelsohnittsohar mit zwei und vier imaginären 

Tangenten. 

405. Es giebt stets zwei reelle Punkte, denen bei zwei Kegel- 
schnitten mit zwei oder vier imaginären gemeinschaftlichen Tan- 
genten dieselbe Involution konjugierter Strahlen angehört. 

Zwei beliebige 
Kegelschnitte K^ und 
K^ verwandle man 
durch harmonische 
Verwandtschaft in 
zwei Kreise Ä^ und 
Äg. Diese haben zwei 
Ahnlichkeitspunkte 31 
und 3, in denen sich 
die reellen oder ima- 
ginären Tangenten 




Fig. 161. 
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schiieiden. Die verwandten Punkte A und J haben dieselbe 
Involution konjugierter Strahlen für beide Kegelschnitte. 

Es sei g eine beliebige Gerade durch J, g die verwandte 
Gerade durch 3; sie schneide die Kreise ^^ und ^ in ^y^i 
und $[2^2* ^^^ Tangenten in diesen Punkten treffen sich in 
6^ und @2- ^^ 3 ein Ähnlichkeitspunkt beider Kreise ist, so 
ist «161 II «262, a3i©i II »gSj und deshalb sind (Sj und ß, 
ähnlich liegende Punkte, also 61(^23 in einer Geraden. Diese 
ist aber die konjugierte Gerade g^ zu g bezüglich beider Kreise 
^ und $1. Ihr ist die zu g bezüglich beider Kegelschnitte 
konjugierte Gerade g^ verwandt. 

406. Alle Kegelschnitte, welche in zwei festen Punkten 
dieselbe Involution konjugierter Sti*ahlen haben^ bilden eine 
Kegdschnittscha/ir. 

Dieselbe hat vier reelle oder zwei reelle und zwei ima- 
ginäre oder vier imaginäre gemeinschaftliche Tangenten, je- 
nachdem die beiden Involutionen zwei oder nur eine öder 
keine reellen Doppelstrahlen haben. 

Zwei beliebige KegeUcJmiUe bestimmen eine Schar. (405.) 

407. Zwei Kegelschnitte, welche etoei oder vier imaginäre 
Tangenten haben, kann man durch harmonische Verwandtschaft 
in JconfoJcale Kegelschnitte mit derselben Lage der Hauptaxe ver- 
wandeln. 

Ist J ein Schnittpunkt zweier konjugiert-imaginären ge- 
meinschaftlichen Tangenten, so hat er für beide Kegelschnitte 
^ und K^ nach 405. dieselbe Involution konjugierter Strahlen. 
Schneidet man diese durch eine beliebige Gerade g in den 
Punktpaaren einer Punktinvolution und beschreibt über den 
Abständen je zweier Punkte eines Paares Kreise, so müssen 
sich diese in zwei Punkteh S und S^ schneiden. Wählt man 
S als Centrum und g als Mittellinie der Verwandtschaft, so 
ist der Involution konjugierter Strahlen in J eine circulare In- 
volution in 2 verwandt. Daher ist S der gemeinsame Brenn- 
punkt der verwandten Kegelschnitte S und Sj. 

Der Schnittpunkt der beiden anderen reellen oder ima- 
ginären Tangenten sei A-^ es ist dann AJ eine Seite des ge- 
meinschaftlichen Poldreiecks beider Kegelschnitte^ deren Gegen- 
ecke P sei. Legt man die Mittellinie g der Verwandtschaft 
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durch P, so fallt der verwandte Punkt ?ß ins Unendliche und 
weil die konjugierten Strahlen 3Sl und S^ aufeinander senk- 
recht stehen, so wird 331 die gemeinschaftliche Hauptaxe von 
t und Äj. 

408. Die Pole einer Geraden g in Bezug auf alle hmfokalen 
Kegelschnitte die ihre Hauptaxen auf derselben Geraden haben, 
liegen auf einer Geraden g^. 

I. Kl und JTg seien zwei konfokale Kegelschnitte mit dem 
gemeinschaftlichen Brennpunkte B und gemeinschaftlicher 




Fig. 162. 

Hauptaxe. Sie mögen noch zwei reelle gemeinschaftliche Tan- 
genten t und t' haben, die sich in Ä auf der Hauptaxe 
schneiden. 

Senkrecht gegen die Hauptaxe lege man beliebig die Ge- 
rade l und nehme sie als Leitlinie eines Kegelschnittes K, der 
B zum Brennpunkte und tf zu Tangenten hat. Eine dieser 
Tangenten t schneide ? in (7; zieht man OB und in B die 
Senkrechte zu CB, so trifft sie t im Berührungspunkte D mit 
K. Den Berührungspunkt D' auf f erhält man, wenn man 
AD' = AD macht. 

Legt man lo durch B senkrecht zur Hauptaxe, so fallen 
die Berührungspunkte Do und Do mit A zusammen und der 
Kegelschnitt Ko degeneriert in das Punktpaar (AB), 

Es seien ?,„ und In zwei zur Hauptaxe senkrechte Leit- 
linien, welche die Kegelschnitte Km und Kn bestimmen, so 
gewählt; dafs sie l und lo harmonisch trennen. 
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Eine Gerade g schneide lollmln in PoPPmPn und die Be- 
rührungssehnen mit tf in QoQQmQn^ so sind Po PPmPn sowie 
QöQQmQn harmonisch. Zu beachten ist, dafs Qo der- Schnitt- 
punkt von g mit der in Ä errichteten Senkrechten ist. 

Man erhält die Polaren von PoPPmPn in Bezug auf 
KoKKtnKny indem man diese Punkte mit B verbindet und 
auf den Verbindungslinien in B die Senkrechten PoPPmPn er- 
richtet, die auch harmonisch sind und von denen po mit AB 
zusammenfällt. — Um bezüglich derselben Kegelschnitte die 
Polaren von QoQQmQn zn konstruieren, verbinde man diese 
Punkte mit Ä und suche zu den Verbindungslinien bezüglich 
tt' die harmonischen Gegenstrahlen qoQqm^ny so sind auch diese 
harmonisch und zwar fällt qo mit AB zusammen. Die Schnitt- 
punkte (poqo), (pq), (Pmqm)y (Pnqn) sind die Pole von g für 
Ko^ K, Km, Kn und müssen in einer Geraden g^ liegen, weil 
die beiden Strahlen po und qo der harmonischen Büschel 
{PoPPmPn) und {qoqqmqn) iu eine Gerade zusammenfallen. 

Läfst man P^ und P« die Gerade g so durchlaufen, dafs 
sie Po und P harmonisch trennen, so findet man andere Leit- 
linien Im und In und andere Kegelschnitte Km und Kny in Be- 
zug auf welche aber die Pole von g auf g^ liegen müssen, 
weil letztere Gerade durch die festen Punkte {poqo) und 
{pq) geht. 

II. Im zweiten Falle werde angenommen, dafs die konfo- 
kalen Kegelschnitte K^ und K^ mit gemeinschaftlicher Haupt- 
axe keine reellen gemeinschaftlichen Tangenten haben, sondern 
noch zwei imaginäre, welche ersetzt werden durch eine ge- 
meinschaftliche Involution konjugierter Strahlen in A, 

Wie im ersten Falle bestimmt eine zur Hauptaxe senk- 
rechte Gerade l als Leitlinie einen Kegelschnitt K, der B zum 
Brennpunkte und in. A dieselbe Involution konjugierter Strahlen 
hat, wie K^ und K^, Statt der Berührungspunkte auf den 
reellen Tangenten konstruiere man die Polare von A. — Zu 
dem Zwecke sei q eine beliebige Gerade durch Ay q^ der ihr 
konjugierte Strahl, so mufs auf q^ der Pol von q liegen. Es 
schneide q die Leitlinie l in iJ, so mufs auf der Polare von 
B auch der Pol von q liegen. Diese Polare erhält man aber, 
wenn man BB und darauf in B die Seiikrechte zieht; diese 



§ 26. Die KegelschnittBchar mit imagiDären Tangenten. 297 

schneidet q^ im Pol Q von q. Die Senkrechte von Q zur Haupt- 
axe ist die Polare von Ä. 

Der übrige Teil de3 Beweises ergiebt sich w^ in I. 

409. Die Pole einer Geraden g in Bemg auf die Kegel- 
schnitte einer Schar liegen auf einer Geraden g^ ; g und g^ heifsen 
Jcmjugierte Gerade der Schar. 

I. Für den Fall, dafs die Schar zwei oder vier imaginäre 
gemeinschaftliche Tangenten hat, folgt der Satz aus 407. und 
408; im Falle von vier gemeinschaftlichen Tangenten ist er 
schon in 368. bewiesen. 

IL Der aufgestellte Satz läfst sich jedoph gleichmäfsig 
für alle drei Fälle in folgender Art beweisen. 

In Ä und J seien zwei gemeinschaftliche Strahleninvolu- 
tionen der Kegelschnitte K^ und K^] der Schnittpunkt Jf der 
beiden Strahlen beider Involutionen, welche der Geraden AJ 
konjugiert sind, ist der Pol von ÄJ für beide Kegelschnitte. 
Durch. M lege man eine beliebige Gerade a, welche für einen 
Kegelschnitt K der Schar die Polare von A sein soll, so ist 
dadurch dieser Kegelschnitt bestimmt, denn man kennt auf a 
die Involution konjugierter Punkte. 

Zunächst läfst sich die Polare von J in Bezug auf den 
gesuchten Kegelschnitt bestimmen. Sind nämlich i^ig ^^^^ 
konjugierte Strahlen durch J und schneidet i^ die Gerade a 
in A^y so konstruiere man zu A^ die Polare, welche der zu 
A^A konjugierte Strahl in A ist; diese schneidet ig ^^ P^^ 
Ji von i^. Wenn man in gleicher Weise den Pol Jg ^^^ h 
sich konstruiert denkt, so hat man J1J2 als Polare i von J. 

Die beiden Geraden a und i mögen ^ in P und Q schneiden; 
zieht man PA und QJ, so sind die zu diesen Geraden kon- 
jugierten Strahlen in A und J die Polaren von P und Q, 
welche sich im Pol B von g in Bezug auf K schneiden. 

Man lege die Polare ao von A durch A selbst; so mufs 
AJ die Polare von A^ werden und J^ mufs mit J zusammen- 
fallen. Daraus aber folgt, dafs in diesem Falle der Kegel- 
schnitt Ko in das Punktpaar (AJ) degeneriert; die Polare von 
J in Bezug auf dasselbe wird die Gerade MJ» Die beiden 
Geraden MA und MJ wögen ^ in Pp und Qo treffen. 
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In gleicher Weise lege man durch A zwei Gerade Om imd 
Um welche a und a^ harmonisch trennen, so sind durch die- 
selben zwej Kegelschnitte Km und JST« bestimmt, femer die 
Polaren im und in von J und mithin die Pole Rm = (OmV) 
und JB« = (ttnin) von g bezüglich Km und Kn bestimmi 

Da aber Ä(PPoPmPn) und J(QQoQmQn) harmonisch sind, 
so sind auch die Polaren jener Punkte PPoPmPn und QQoQmQn 
harmonisch und da die Polaren von Po und Qo mit der Ge- 
raden ^eT^ zusammenfallen, so liegen die Schnittpunkte ÜJßi„i2n 
in einer Geraden. 

410. Die Polaren eines Punktes P 'beeüglich der Kegel- 
schnitte einer Sdiar umhüllen einen Kegelschnitt, den PolarJcegd- 
schnitt von P, 

Beweis wie in 371. 

411. Die Mittelpunkte aller Kegelschnitte einer Schar liegen 
a/uf einer Geraden m. 

Man wende 409. auf gl, an. 

412. Die Halbierungspunkte der drei Diagonalen eines voll- 
ständigen Vierseits liegen in einer Geraden, 

_ • 

Denn die Paare von Endpunkten der drei Diagonalen des 
Vierseits gehören zu den Kegelschnitten der Schar, welche 
dem Vierseite eingeschrieben ist. 

413. Die drei Punkte, welche die Endpunkte der drei Dia- 
gonalen eines vollständigen Vierseits harmonisch von einer Geraden 
g trennen, liegen auch auf einer Geraden. 

Denn sie sind die Pole von g bezüglich der drei Punkt- 
paare der Schar. 

414. Die Paare von Tangenten durch einen Punkt iP an 
die Kegelschnitte einer Schar bilden eine Involution. 

Der Punkt P liegt entweder aufserhalb oder innerhalb 
seines Polarkegelschnittes ä. 

Ist im ersten Falle ^^ eine Tangente durch P an ar, so 
mufs ihre konjugierte Gerade t^ auch 7t berühren, weil t^ durch 
P geht und auch durch P gehen, weil t^ den Kegelschnitt jt 
berührt. Die beiden Geraden t^ ^ trennen also jedes Tangenten- 
paar von P an einen Kegelschnitt der Schar harmonisch, also 
bilden alle Tangentenpaare eine Involution mit den reellen 
Doppelstrahlen t^ und t^. 
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Ln zweiten Falle, dessen Beweis auch für den ersten 
Fall gilt, seien ^| und g^ zwei Tangenten von P an einen 
Kegelschnitt K der Schar; ihnen seien in Bezug auf die Schar 
\ und \ konjugiert, so dafs also \ durch den Berührungs- 
punkt G^ von g^ mit K und \ durch denjenigen Q^ von g^ 
mit K geht. Die Verbindungslinie p von G^ und G^ ist die 
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Polare von P bezüglich K. — Sind H^ und ITg ^^^ Schnitt- 
punkte von Äj^2 ^^^ \9\} ferner Q der Schnittpunkt von AiAg? 
so sind nach 192. auch FQ und H^H^ konjugierte Gerade in 
Bezug auf die Eegelschnittschar und da PQ durch P geht, 
so berührt H^H^ den Polarkegelschnitt it. (371.) In Be- 
zug auf diesen sind die Diagonalen des umgeschriebenen 
Vierseits H^BG^Q konjugiert. Da also zwei Tangenten an 
einen Kegelschnitt K durch P konjugierte Strahlen in Be- 
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zug auf den Polarkegelschpitt ic sind, so bilden alle Tangenten- 
paare eine Involution. 

415. In jeder KegelschnittseJiar giebt es Ellipsen und Hy- 
perbeln, eine Parabel und ein oder drei Punktpaare. 

I. Fall. Die Schar hat vier reelle Tangenten. 

Die Gegeneckenpaare des vollständigen Vierseits, welches 
die vier Tangenten bilden, seien ^^j, BB^, CC^. Besehreibt 
man über 00^ einen Halbkreis und nimmt auf ihm das Centrum 
einer harmonischen Verwandtschaft, deren Mittellinie CC^ ist, 
so ist dem Viereck ABÄ^Bi ein Rechteck 3lS5?[iS5i und der 
Kegelschnittschar eine andere Schar verwandt. In dieser läfst 
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sich leicht die Natur der Kegelschnitte erkennen. Zieht man 
durch 9K irgend zwei durch die Diagonalen harmonisch ge- 
trennte Gerade, so sind ihre Schnittpunkte S)(£2)i@i ™i* ^^^ 
Seiten die Berührungspunkte einer Ellipse, diejenigen t5®3i®i 
mit den Verlängerungen der Seiten die Berührungspunkte einer 
Hyperbel. Wenn ® und (S mit 21 zusammenfallen, so geht 
der Kegelschnitt der Schar in das Punktpaar (2l2li) über, 
welches also den Übergang von den Ellipsen zu den Hyperbeln 
bildet. 

Wenn 2) und 6 in der Mitte von SlSBi und Sl», g und 
® also im Unendlichen liegen und mit den Punkten S6i, die 
den Punkten 00^ verwandt sind, zusammenfallen, so berührt 
die Ellipse die Seiten des Rechtecks in ihren Mitten und die 
Hyperbel geht in das Punktpaar (£6i über. 

Bewegt sich S) über die Mitte von SISi nach SS^ hin, so 
nähert sich & dem Punkte SBj von der andern Seite her und 
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man erhält eine zweite Gruppe von Ellipsen und Hyperbeln, 
welche durch das Punktpaar 93S5i getrennt werden. 

Unter allen Kegelschnitten der Schar, welche die Seiten 
des Rechtecks berühren, giebt es stets einen, welcher CCj 
zur Tangente hat. Die übrigen Kegelschnitte schneiden ent- 
weder CC^ oder haben mit dieser Geraden keinen Punkt ge- 
mein. Da (7(7i die Mittellinie der Verwandtschaft ist, so ist 
demjenigen Kegelschnitte, welcher CC^ berührt, eine Parabel 
verwandt; denjenigen Kegelschnitten, welche 00^ schneiden, 
sind Hyperbeln und denjenigen, welche keinen Punkt mit CC^ 
gemein haben, sind Ellipsen verwandt. Da den Punktpaaren 
Sl3li, aSaSi, ß®i die Punktpaare ÄÄ^, BB^, CC^ verwandt 
sind, so werden die Gruppen von Ellipsen und Hyperbeln 
durch eine Parabel und drei Punktpaare von einander getrennt. 

IL Fall. Die Schar hat zwei reelle und zwei imaginäre 
Tangenten. Fig. 165. 

Der Schnittpunkt der reellen Tangenten sei A, derjenige 
der imaginären B. Man stelle eine harmonische Verwandt- 
schaft her, in welcher der Involution konjugierter Strahlen 
in B eine cirkulare Involution in S3 und dem Pole von AB^ 
d.-i. dem Schnittpunkte der beiden zu AB konjugierten Strahlen 
ein senkrecht über der verwandten Geraden 31 SJ liegender Punkt 
verwandt ist. Der Schar von Kegelschnitten mit den ge- 
meinsamen Involutionen konjugierter Strahlen in A und B 
ist eine Schar von Kegelschnitten mit SIS als gemeinsamer 
Hauptaxe und S3 als gemeinschaftlichem Brennpunkte verwandt, 
welche zwei reelle Tangenten in Sl haben. In dieser Schar 
läfst sich wieder die Natur der Kegelschnitte leicht erkennen. 

Eine zur Hauptaxe senkrechte Gerade ^(S schneide jene 
in S; liegt © mit 83 in demselben Winkel der gemeinschaft- 
lichen Tangenten in 91, so erhält man den zweiten Brenn- 
punkt S3i, wenn man -^S5i2)6«=S3S)S macht und der Kegel- 
schnitt wird Ellipse. 

Liegt S)@ im unendlichen, so erhält man eine Parabel. 

Springt dann 2)@ auf die andere Seite des Winkels 31, 
etwa nach S)'®', so erhält man den zweiten Brennpunkt 83/, 
wenn man ^ 85/®'®' = 83®'3l macht. Da die Brennpunkte 
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in Scheitelwinkeln gemeihschaftlicber Tangenten liegen ^ so wird 
der Kegelschnitt Hyperbel. 




Fig. 165. 

Geht 2)(£ durch fÖ, so degeneriert der Kegelschnitt in 
das Punktpaar (»85). 

Die Ellipsengruppe wird also von der Hyperbelgruppe 
durch die Parabel und das Punktpaar (S185) getrennt 

Die Mittellinie der harmonischen Verwandtschaft teilt die 
Kegelschnitte der obigen Schar in solche, welche getroffen und 
welche nicht getroffen werden, auf deren gemeinsamer Grenze 
derjenige Kegelschnitt sich befindet, welcher die Mittellinie 
berührt. Diesen drei Arten von Kegelschnitten sind Hyperbeln, 
Ellipsen und eine Parabel verwandt. 

in. Fall. Die Schar hat zwei Paar konjugiert imaginäre 
Tangenten. 

Die Schnittpunkte dieser Paare seien Ä und B] es haben 
also diese Punkte dieselbe Involution konjugierter Strahlen. 
Man bezeichne die Strahlenpaare derselben mit aa', a^a/; 
a^a^, . . . und hb\ 6i&i', 62 V? • • • ^^^ ^^^ Geraden AB kon- 
jugierten Strahlen schneiden sich im Pole C von AB. Wenn 
man die Strahlen aa mit den Strahlen 66', 616/, 6262',... 
schneidet und die Schnittpunkte eines jeden Paares verbindet, 
so umhüllen die Verbindungslinien einen Kegelschnitt ^ (188b.); 
welcher a und a berührt. An diesen ziehe man von C eine 
Tangente t, welche a und a in T und T' schneidet. Diese Punkte 
müssen aber die Schnittpunkte eines Paares 66' mit aa sein, 
da, BB" eine Tangente von ^ ist. Bezeichnet man noch den 
Schnittpunkt von t und AB mit C", so sind TT' und CG' 
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Punktpaare derjenigen beiden Involutionen, in denen t von 
den Strahlenpaaren der Involutionen konjugierter Strahlen in Ä 
und B geschnitten wird. Diese Involutionen auf t fallen dem- 
nach zusammen. Es sei einer der beiden Punkte, von denen 
die Punktpaare unter rechten Winkeln gesehen werden; in 
einer harmonischen Verwandtschaft mit dem Centrum und 
der Mittellinie t sind den Involutionen in A und B cirkulare 
Involutionen in % und 85 verwandt, also der Schar von Kegel- 
schnitten ist eine andere mit den beiden gemeinschaftlichen 
Brennpunkten 5K und 85 verwandt: 

Jeder Schar von Kegelschnitten mit zwei Paaren Iconjugiert 
imaginärer Tangenten ist eine Schar mit zwei' gemeinschaftlichen 
Brennpt/mkten verwandt. 

In dieser gehen durch jeden Punkt eine Ellipse und eine 
Hyperbel, (mit rechtwinkligen Tangenten). Die beiden Brenn- 
punkte 91 und 85 bilden einen degenerierten Kegelschnitt der Schar. 

Diese Schar bikonfokaler Kegelschnitte schneidet die Ge- 
rade t in reellen oder imaginären Punkten. Einen Kegelschnitt 
giebt es, welcher t berührt. Also kommen in der Schar ver- 
wandter Kegelschnitte Ellipsen, Hyperbeln, eine Parabel und 
ein Punktpaar vor. 

416. Konstruiert man für jeden Kegelschnitt einer Schar 
den Ortskreis derjenigen Punkte, in denen S'ich zwei rechtuHnklige 
Tangenten schneiden, so gehört derselbe einem Büschel an, welches 
die Leitlinie der einzigen in der Schar vorkommenden Parabel 
zur Potenzlinie hat. 

Es sei PQB das gemeinschaftliche Poldreieck der Schar, 
so mufs jeder Ortskreis den umgeschriebenen Kreis des Pol- 
dreiecks rechtwinklig schneiden (198. 199.) und da die Mittel- 
punkte aller Ortskreise auf einer Geraden liegen (411.), so ge- 
hört er einem Krei^büschel an, welches diese Gerade zur 
Centrale hat. Für die Parabel artet der Ortskreis in die Leit- 
linie aus; es ist diese also als Kreis des Büschels anzusehen 
und ist folglich die Potenzlinie desselben. 

Da sie den um PQB beschriebenen Kreis rechtwinklig 
schneidet, so geht sie durch den Mittelpunkt desselben und 
noch durch die Höhenpunkte der vier Dreiecke, welche die vier 
gemeinschaftlichen Tangenten bilden, im Falle sie reell sind. 
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417. In jeder Kegdschnittschar giebt es entweder zwei Pnnkk, 
in denen die Tangentenpaare an die Kegelschnitte der ScJiar eine 
cirJculare Involution bilden oder zwei gleichseitige Hyperbeln, 

Wenn das Büschel der Ortskreise der Schnittpunkte recht- 
winkliger Tangenten zwei Grundpunkte P und Q hat, so bilden 
die Tangentenpaare in jedem eine circulare Involution. In 
diesem Falle kann der dem Poldreiecke FQR umgeschriebene 
Kreis ^ die Centrale des Kreisbüschels , also den Ort der 
Mittelpunkte der Kegelschnitte der Schar, nicht schneiden. 
Es reduciert sich also kein Ortskreis auf einen Punkt und da 
dies bei der gleichseitigen Hyperbel der Fall sein mufs, so hat 
in diesem Falle die Schar keine gleichseitige Hyperbel. 

Weun aber das Büschel der Ortskreise keine Grund- 
puukte hat, so enthält dasselbe zwei Punktkreise, die Mittel- 
punkte zweier gleichseitigen Hyperbeln der Schar. 

418. Der Ort der Mittelpunkte aller einem Dreiecke ein- 
geschriebenen gleichseitigen Hyperbeln ist ein Kreis um den Höhen- 
punkt dieses Dreiecks, welcher den um das Dreieck besdiridmen 
Kreis rechtmnMig schneidet 




Fig. 166. 
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Man schneide die Seiten des Dreiecks ABC durch eine 
Gerade in Ä^B^C^\ das Diagonaldreieck des vollständigen 
Vierseits ABGA^B^C^ sei PQB. Ferner seien 3183© die 
Halbierungspunkte von AA^, BB^, CCi; dieselben liegen in 
einer Geraden und auf ihr steht nach Obigem die Gerade OR 
senkrecht^ welche den Mittelpunkt des um BQB beschriebenen 
Kreises mit dem Höhenpunkte H des Dreiecks ABC ver- 
bindet. Die Gerade SIS3K schneide den Kreis im Jlf und N, 
Dann ist 

0%^ - OM* = %S^ — MS^ 

. = (215 + MS) {%S — MS) 

also SIS^ = MS^ + %M.%K 

Aber auch 

also HM^ = HS^ + MS"^ = %H^ — %M . %N 

Wenn man über AA^ als Durchmesser einen Kreis be- 
schreibt, so geht derselbe durch den Fufspunkt D der Höhe 
AH auf BC. Die Potenz dieses Kreises im Punkte H ist 

HA.HB = HW — %A^ = HM^ 

also nur abhängig vom Dreiecke ABC. Die Punkte M und 
N liegen also auf dem Kreise um H- mit HM = yHA . HD, 
Damit dieser Radius reell s&i, mufs H aufserhalb des 
Dreiecks ABC liegen; dieses mufs also ein stumpf- 
winkliges sein. 

419. Polarisiert man ein Kegelschnittbüschel in Bezug 
auf irgend einen Kegelschnitt, so erhält man eine Kegelschnitt- 
schar. Aus den Eigenschaften der einen ergeben sich die 
polaren Eigenschaften der anderen. 

420. Eine Parabelschar Vifst sich in ein Büschel gleich- 
seitiger Hyperbeln polarisieren. 

Es sei ABC das gemeinsame endliche Tangentendreieck 
der Parabelschar; die vierte gemeinschaftliche Tangente istgToo* 
Um den Höhenpunkt H desselben, in welchem sich die Leit- 

MiLiNOWSKi, Kegelschnitte. 20 
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linien aller Parabeln der Schar schneiden, (221) beschreibe 
man einen beliebigen Kreis und polarisiere in Bezug auf den- 
selben die Parabelschar. Die Pole der vier gemeinschaftlichen 
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Tangenten sind 2139© und der Mittelpunkt H als Pol Von g^. 
Da die Seiten von 21S3S auf denen von ABC senkrecht 
stehen, so ist H auch der Höhenpunkt von S133K und das 
Kegelschnittbüschel enthält lauter gleichseitige Hyperbeln. (194.) 

421. Drei Kegelschnitte durch dieselben beiden Jconjugiert 
imaginären Punkte, 

Drei Kegelschnitte, welche dieselben beiden konjugiert 
imaginären Punkte gemein haben, kann man in involutorisch 
verwandte Beziehung zu drei Kreisen setzen; aus den Eigen- 
schaften der letzteren ergeben sich die der ersteren. Die 
Kegelschnitte seien K^K^K^] sie schneiden sich in den imagi- 
nären Doppelpunkten einer Involution J auf g. Stellt man 
nun eine involutorische Verwandtschaft her, in welcher dem 
Kegelschnitte K^ ein Kreis S^ und der g die ^f» verwandt ist, 
also den Doppelpunkten auf g die Kreispunkte verwandt sind, 
so müssen den Kegelschnitten K^K^ die Kreise Äg^s verwandt 
sein. Den Potenzlinien der Kreise sind die ideellen gemein- 
schaftlichen Sekanten und den Ahnlichkeitspunkten die Durch- 
schnitte gemeinsamer Tangenten verwandt. 

a. Wenn drei Kegelschnitte sich in denselben beiden imagi- 
nären Punkten schneiden, so schneiden sich ihre übrigen gemei^- 
schafflichen ideellen Sekanten in einem Punkte (ChordaipunU); 
sieht man von diesem Tangenten an die Kegelschnitte, so liegen 
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die Berührungspunkte auf einem neuen Kegelschnitte^ der durch 
die beiden gemeinschaftlichen imaginären Funkte der drei ersten 
geht Viermal liegen je drei Durchschnittspunkte gemeinschaft- 
licher Tangenten der drei Kegelschnitte in einer Geraden. (30, 58) 
Sind 8li2 3i2Sli33i3 8^23 823 ^^® Ahnlichkeitspunkte der ver- 
wandten Kreise ÄjÄg^s ^^<i ^I2«^i2-^i8«^i8-^2s«'23 ^1® verwandten 

Punkte, so liegen (49) J[i2 ^13-^23? ^12^13*^23» JuA^^^^j ^12^13-^23 
je in einer Geraden. 

b. Um diejenigen Kegelschnitte zu konstruieren, welche 
die drei Kegelschnitte £1^2-^3 berühren und durch die beiden 
imaginären Schnittpunkte der letzteren gehen, konstruiere man 
die Pole der vier Geraden J.^2-^i3^3? -^i2«'i3«^237 «^i2-^i3<^23> 
e7i2<'i3-^23' -^s seien P^F^P^ diejenigen der ersten Geraden 
bezüglich K^^K^K^, es sei P der Chordalpunkt von K^K^K^'^ 
die Geraden FP^, PP27 ^^s schneiden K^, K^y K^ in den Be- 
rührungspunkten J5i JB2, C^Cg, D1D2 zweier Kegelschnitte, welche 
Z^ifgÄg berühren und durch deren gemeinsame Punkte gehen. 

(61.) Die drei anderen Geraden Äi^J^^JiS) «^i2-^i3«^287 «^12*^13^23 
liefern noch 6 andere BerührungskegelschnittQ. (64.) 
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Kegelschnitte in doppelter Berülirimg. 

422. Die Berührungspunkte sind imaginär. 

Zwei konzentrische Kreise haben eine doppelte imaginäre 
Berührung in den beiden Kreispunkten der Ebene, denn die 
Polare des gemeinschaftlichen Mittelpunktes ist g^. Die in 
irgend einer harmonischen Verwandtschaft ihnen verwandten 
Kegelschnitte haben demnach auch eine doppelte imaginäre 
Berührung. Das Charakteristische derselben folgt aus dem 
Umstände, dafs die beiden ideellen Sekanten in eine zusammen- 
fallen, weil die Potenzlinie zweier konzentrischen Kreise mit g^ 
zusammenfallt. Die imaginären Berührungspunkte der beiden 
Kegelschnitte sind die Doppelpunkte der Involution kon- 
jugierter Punkte auf der gemeinschaftlichen Sekante. Diese 
nennt man die Berührungssehne ^ ihren Pol den Berührungspol. 

Aus den Eigenschaften konzentrischer Kreise folgt sofort: 

a. Die Polaren eines Punktes der Berührungssehne hemg- 

20* 
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lieh zweier sich doppelt berührender Kegelschnitte K und K^ 
fallen in eine Gerade durch den Berührungspol zusammen, 

b. Die Pole einer Geraden durch den Berührun^kpol fallen 
in einen Punkt der Berührungssehne zusammen. 

c. Die Polaren eines ieliehigen Punktes schneiden sich auf 
der Berührungssehne. 

d. Die Pole einer heliebigen Geraden liegen in gerader 
Linie mit dem Berührungspol. . 

e. Jede Gerade unrd von allen sich in denselben beiden 
imaginären Punkten doppelt berührenden Kegelschnitten in einer 
Involution geschnitten^ von welcher der eine Doppdptmkt auf der 
Berührungssehne liegt. 

Denn jede Gerade wird von allen konzentrischen Kreisen 
in einer Involution geschnitten, von welcher der eine Doppel- 
punkt auf g^ liegt. 

f. Die Tangenten von einem Punkte an alle sich in den- 
selben beiden imaginären Punkten doppelt berührenden Kegel- 
schnitte bilden eine Involution, von welcher der Strahl nach dem 
Berührungspol ein Doppelstrahl ist. 

g. Zieht man von einem beliebigen Punkte P Tangenten an 
alle Kegelschnitte, die sich in denselben beiden ima^nären Punkten 
doppelt berühren^ so liegen die Berührungspunkte auf einem -neuen 
Kegelschnitte K, welcher durch P, die beiden imaginären Be- 
rührungspunkte und den Berührungspol B geht. Ist Q der 
Schnittpunkt der Polaren von P, (der auf der Berührungssehne 
liegt,) so berührt K in P und B die Geraden QP und QB, 

Denn in dem harmonisch verwandten Büschel konzen- 
trischer Kreise liegen die Berührungspunkte auf einem Kreise 
mit dem Durchmesser 5ßS3, wenn 5ß. und 33 die zu P und B 
verwandten Punkte sind; S3 ist dabei der Mittelpunkt der kon- 
zentrischen Kreise. Wenn D der Pol von ^ 35 ist, so berührt 
der Kreis über dem Durchmesser 5ßS3 die Geraden 5jJCl und 
S5D, also mufs der Kegelschnitt K die Geraden QB und QT 
in B und P berühren. 

423. Die Berührungspunkte sind reell. 

Ist K ein beliebiger Kegelschnitt und sind M und M^ 
irgend zwei Punkte desselben, so giebt es unendlich viele 
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Kegelschnitte CG^G^ . . ., welche K in diesen beiden Punkten, 
also doppelt berühren. Alle diese Kegelschnitte haben in M 
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und M^ gemeinsame Tangenten; ihr Schnittpunkt B heifst der 
Berührungspol und ist der Pol der Berührungssehne MM^. 

a. Die Polaren eines Punktes P der Berührungssehne be- 
züglich der Kegelschnitte KGG^ . . . fallen in eine Gerade m- 
sammen, welche PB von den gemeinsamen Tangenten har- 
monisch trennt. 

b. Die Pole einer Geraden p durch den Berührungspol 
fallen in einen Punkt der Berührungssehne zusammen, welcher 
den Schnittpunkt von p und MM^ harmonisch von MM^ 
trennt. 

c. Jede Gerade g wird von den sich doppelt berührenden 
Kegelschnitten in einer Involution geschnitten, von welcher der 
eine Doppelpunkt auf der Berührüngssehne liegt. 

Ist P der Schnittpunkt von g und MMi, p seine Polare, 
so werden die Schnittpunkte von g mit irgend einem Kegel- 
schnitte durch P und p harmonisch getrennt. 

d. Die Tangenten von einem Punkte an alle sich in den- . 
selben reellen Punkten doppelt berührenden Kegelschnitte bilden 
eine Involution, von welcher ein Doppelstrahl die Verbindungs- 
linie mit dem Berührungspol ist. 

Denn letztere unfl ihr Pol trennen je zwei Tangenten eines 
Kegelschnittes harmonisch. 

e. Die Polaren eines beliebigen Punktes P in Bezug auf 
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zwei sich doppelt "berührende Kegelschnitte schneiden sich in 
einem Punkte der Berührungssehne ^ dem Pole von PB (423 b). 

f. Die Pole einer beliebigen Geraden p in Bezug auf zwei 
sich doppelt berührende Kegelschnitte liegen in einer Geraden mit 
dem Berührungspol; diese ist die Polare des Schnittpunktes 
von p mit der Berührungssehne. (423 a.) 

g. Zieht man von einem Punkte P die Tangenten PÄ 
und PA^ an den Kegelschnitt K und legt durch AA^MM^B 
einen Kegelschnitt k^ so geht dieser auch durch P; ist Q der 
Schnittpunkt von M'M^ mid AA^ so berührt k die Geraden QB 
und QP in B und P. 

BP ist die Polare von Q für K und k, denn BP ist die 
Polare von Q für K und Q ist der Schnittpunkt gemeinsamer 




rig. 168. 

Sehnen von K und k, also mufs k die Gerade QB in B be- 
rühren. 

Die Geraden MA und M^A^, MA^ und M^A treflfen sich 
in zwei Punkten JR und 8 von BPy welche BP harmonisch 
trennen-, QB ist die gemeinsame Polare von S und weil i 
durch B geht und RSBP harmonisch sind, so mufs k auch 
durch P gehen und QP berühren, denn BP ist die Polare 
von Q, 

h. Die Berührungspunkte der Tangenten von einem Punkte P 
an alle sich doppelt berührenden Kegelschnitte KCC^ . . . liegen 
auf einem neuen Kegelschnitte k, welcher durch B und P geht 
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und in diesen Punkten die Geraden berührt, welche den gemein- 
samen Pol Q von BP in Be0ug auf alle Kegelschnitte mit B 
und P verbinden. 

Sind AA^j DE, B^E^, % . . die Berührungspunkte; so 
müssen die Kegelschnitte ^ welche man durch AA^MM^BP, 
BEMM^BPy B^E^MM^BP^ . . . legen kann, zusammenfallen, 
denn sie hahen vier gemeinsame Punkte MM^BP und be- 
rühren in B und P die Geraden BQ und PQ. (g.) 

i. Zidit man in den Schnittpunkten einer Geraden p mit 
K die Tangenten aa^ und legt an die Geraden aa^, MB, M^B, 
MM^ einen Kegelschnitt k, so berührt dieser auch p; ist q die 
Verbindungslinie von B mit dem Schnittpunkte von a und a^, so 
berührt k die Geraden MM^ und p in ihren Schnittpunkten mit g. 

Beweis wie in g. oder durch Polarisation. 

k. Schneidet man die sich doppelt berührenden Kegelschnitte 
KCGi ' • • ^wrcÄ eine Gerade und zieht in den Schnittpunkten 
Tangenten, so berühren diese einen neuen Kegelschnitt k, der 
auch die Berührungssehne MM^ und die Gerade p berührt und 
zwar in denjenigen Punkten, in denen beide von der Geraden q 
geschnitten werden, welche den Berührungspol B mit dem Pole 
von p verbindet. 

Beweis wie in h. oder durch Polarisation. 

1. Zieht man von einem beliebigen Punkte P die Tangenten 
PD und PB^j PE und PE^ an die sich in M und M^ doppelt 
berührenden Kegelschnitte K und C, so mufs ein Kegelschnitt k, 
der K in BD^ berührt und durch E geht, auch durch E^ gehen. 

Die Polaren von P in Bezug auf K und C, nämlich DD^ 
und EE^ schneiden sich in einem Punkte Q der Berührungs- 
sehne MM^ (e.); also hat Q in Bezug auf alle drei Kegel- 
schnitte KGk dieselbe Polare, mufs also auf einer gemein- 
schaftlichen Sehne von G und k liegen. Daher mufs k durch 
E^ gehen. 

m. Schneidet man mit einer beliebigen Geraden die sich 
doppelt berührenden Kegelschnitte K und C in BD^ und EE^, 
so mufs ein Kegelschnitt k, welcher K in BB^ und die Tan- 
gente in E berührt, auch die Tangente in E^ berühren. 

Beweis wie in 1. oder durch Polarisation. 

424. a. Berühren zwei Kegelschnitte CC^, einen dritten K 
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doppelt, so schneiden sich die Berührungssehnen und zwei gemein- 
schaftliche Sekanten in einem Punkte und bilden vier harmonische 
Strahlen, 

Die beiden Berührungsseluien s und s^ mögen sich in P 
treffen; der Punkt P hat für alle drei Kegelschnitte dieselbe 




Fig. 169. 



Polare (422, 423), also ist P eine Ecke des gemeinsamen 
Poldreiecks von C und C^. Es seien q und r die beiden ge- 
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meinschaftlichen durch P gehenden Sekanten, sie bilden einen 
Kegelschnitt des Büschels (00^). Man ziehe eine (rerade g 
von solcher Lage, dafs die auf ihr von G und C^ abgeschnittenen 
Sehnen durch die Berührungssehnen s und s^ harmonisch ge- 
teilt werden. Man findet sie, indem man den Ort des den 
Punkten von s bezüglich beider Kegelschnitte konjugierten 
Punktes, der nach 360. und 393 f. ein Kegelschnitt 6 ist, mit 
s^ zum Durchschnitte bringt und einen der Schnittpunkte, TJ^, 
mit seinem auf s liegenden konjugierten Punkte D verbindet. 
Diese Gerade schneide die Sekanten q und r in Q und Jß, 
den Kegelschm'tt K in EE^y die Berührungssehnen in D und 
Dl, die Kegelschnitte G und G^ in FG und F^G^\ dann sind 
nach 422. und 423. die Punkte D und D^ Doppelpunkte der 
Involutionen FGEE^D und Fy^G^EE^B^. Es sind aber auch 
wegen der Konstruktion von g die Punkte FGDD^ und 
F^G^DD^ harmonisch, also sind FGF^G^EE^DD^ in In- 
volution mit den Doppelpunkten D und D^. Zu dieser 
Involution gehören aber auch die Schnittpunkte Q und i2, 
also sind QJRDD^ und daher auch qrss^ harmonisch. 

b. Berühren zwei Kegelschnitte G und G^ einen dritten K 
doppelt, so werden die Berührungspole durch zwei Burchschnitte 
gemeinschaftlicher Tangenten harmonisch getrennt 

Beweis wie in a. oder durch Polarisation. 

c. Zieht man durch den Schnittpunkt P der gemeinschaft- 
lichen Sekanten von G und G^ zwei Strahlen s und Si, welche 
jene Sekanten harmonisch trennen, so läfst sich durch ihre 
Schnittpunkte mit G und G^ ein Kegelschnitt legen, der G und G^ 
doppelt berührt. 

Folgt aus a. 

d. Sind B und B^ zwei Funkte, welche die in b. genannten 
Tangentendurchschnitte Jiarmonisch trennen y so giebt es einen 
Kegelschnitt, welcher G und G^ doppelt so berührt, dafs B und 
jBi die Berührungspole sind. 

Folgt aus b. 

425. a. Wenn drei Kegelschnitte G^G^G^ einen vierten K 
doppelt berühren, so schneiden sich drei ihrer gemeinschaftlichen 
Sekanten vier Mal in einem Punkte. (Chordalpunkt.) 

Die Berührungssehnen 6162^8 schneiden sich in (6162) oder 
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JS3, (h^b^) oder JB^, (63 M ^^^^ -^2? ^^® durch diese Punkte 
gehenden gemeinschaftlichen Sekanten seien q^r^ von GiG^f 
q^Tj^ von C2C3, ^2^2 ^o*^ C'iC^s« -^.Iso sind die JBüschel 5s(^i^2&*'s); 
J^i(^2^35^i^i)> -ß2(^i^3?2^2) harmonisch. Schneiden nun q^ und fg 
die Sekante gg i*'^ Z' ^^^^ ß^) ?i ^'i^d r^ in y und y' und sind 
vv die reellen oder imaginären Schnittpunkte von g^ ^^^ ^2; 




Flg. 170. 

jB2S^2 diejenigen von jg ™^* ^1 ^^^ ^^s; ^^ sind ßflvvB^S^ 
und yyvvB^S^ in Involution, denn (^3^3), Cg, C^ und ((Zirj), 
Cg, C3 sind je drei Kegelschnitte eines Büschels. Ist 77 der 
Schnittpunkt von q^ mit B^B^j so sind ßß! B^U und yy'B^II 
je vier harmonische Punkte, weil ^3(6ife2?3^3) ^^^ B^ip^h^q^r^ 
harmonisch sind. Die Punktpaare ßß' sind also sowohl in 
Involution mit vvB^^^ ^^ harmonisch mit B^II und müssen 
daher zusammenfallen, denn es giebt nur ein Punktpaar einer 
Involution, welches mit einem gegebenen Punktpaare har- 
monisch liegt. Denkt man sich nämlich alle Punktpaare, 
welche das« letztere harmonisch trennen, so bildeti sie eine 
Involution, welche mit der ersten höchstens ein gemeinschaft- 
liches Punktpaar hat. (36 d). 

Es schneiden sich also in ß die Sekanten $1^2%/^^ f^ 
die Sekanten ^122^3- — Von den harmonischen Büscheln 
5i(&2&3?ifi) und B^Q>i\q^r^ fallen die Strahlen 63 zusammen, 
also liegen die Schnittpunkte der übrigen Strahlen auf einer 
Geraden. Von diesen schneiden sich \h^ in B3, r^q^ in ß' 
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auf r^y also müssen sich auch rg^^ &uf r^ schneiden, da r^ 
durch ^3 geht; es treflfen sich also r^QiT^ in einem Punkte 
und ebenso r^r^q^. 

b. Wenn drei Kegelschnitte C^C^G^ einen dritten K doppelt 
berühren^ so liegen vier Mal drei der DurcJischnittspunlcte gemein- 
samer Tangenten auf einer Geraden. 

Beweis wie in a. oder durch Polarisation. 

426. a. Wenn zwei Kegelschnitte GG^ einen dritten K 
doppelt berühren und man sieht von irgend einem Punkte B 
einer solchen gemeinschaftliclien Spante von GG^, welche durch 
den Schnittpunkt der Berührungssehnen geht, Tangenten an KGG^, 
so liegen die 6 Berührungspunkte auf einem Kegelschnitte Ä, 
welcher K doppelt berührt und B zum Berührungspole hat 

Die Berührungssehnen bb^ mögen sich in P schneiden; 
die durch P gehenden gemeinschaftlichen Sekanten von GG^ 
seien qr. Von B auf q ziehe man die Tangenten an KGG^, 
welche diese Kegelschnitte in xx', yy, y^yl berühren. Die Ge- 
raden yy und y^yl müssen sich auf q\uA schneiden. Nach 
4231. giebt es einen Kegelschnitt ^, welcher JE" in xx' doppelt 
berührt und durch yy geht. Die Polaren xx' und y^yl von B 
nach K und G^ schneiden sich auf der Berührungssehne b^ in Q\ 
die Kegelschnitte ^ und G^ berühren K doppelt, also mufs eine 
gemeinschaftliche Sekante beider durch den Schnittpunkt Q 
ihrer Berührungssehnen xx' und i&j gehen. Da GG^^ den 
Kegelschnitt jST doppelt berühren, so müssen sich nach 425 a. ihre 
gemeinschaftlichen Sekanten zu je drei in vier Punkten trefiFen; 
zwei von diesen, nämlich diejenigen von GG^ und CA sind q 
und yy\ diese treffen sich in -4, also mufs auch eine von G^ 
und ^ durch A gehen. Demnach ist AQ eine gemeinschaft- 
liche Sehne von 6\ und Ä und S mufs durch y^yl gehen. 

b. Wenn zwei Kegelsdinitte GG^ einen dritten K doppelt 
berühren und man schneidet dieselben durch eine Gerade p, welche 
durch einen solchen Durchschnittspunkt gemeinschaftlicher Tan- 
genten von GGi geht, der auf der Verbindungslinie der Be- 
rührungspole liegt, so umhüllen die Tangenten in den Schnitt- 
punkten von p mit GG^K einen Kegelschnitt Ä, welcher K doppelt 
berührt und p zur Berührungssehne hat. 

Beweis wie in a. oder durch Polarisation. 
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c. Berühren drei Kegelschnitte einen vierten K doppelt und 
gieht man von einem der vier Chördälpunlcte (425 a) Tangenten 
an alle vier Kegelschnitte, so liegen die 8 BerührungspuMe auf 
einem Kegelschnitte, der K doppelt berührt. 

Folgt aus a. 

d. Berühren drei Kegelschnitte einen vierten K doppelt, so 
schneidet jede der vier Geraden, auf denen drei Durchschnitte ge- 
meinschaftlicher Tangenten lißgen, die vier Kegelschnitte in solchen 
8 Punkten, dafs die Tangenten in ihnen einen Kegelschnitt um- 
hüllen, welcher K doppelt "berührt 

Folgt aus b. 

427. A und B seien zwei Punkte aufserhalb eines Kegel- 
schnittes K] die Gerade AB treflfe K in A^B^ und PQ seien 
die Punkte, welche AB und A^B^ harmonisch teilen. Durch P 
ziehe man eine Gerade, welche K in DE schneidet und lege 
durch A einen Kegelschnitt C, welcher K in D und E be- 
rührt. Die Polaren von P bezüglich beider Kegelschnitte K 
und C fallen in eine Gerade p zusammeiü, welche durch Q geht 
und die Punkte D und E harmonisch von P trennt. Deshalb 
mufs C auch durch B gehen, weil ABPQ harmonisch sind. 
Durch J[ und B lassen. sich also unzählige Kegelschnitte legen, 
welche K doppelt berühren. Die Berührungssehnen derselben 
treffen sich in P. In gleicher Weise läfst sich zeigen, dafs 
es eine zweite Schar von Kegelschnitten giebt, welche durch 
A und B gehen, K doppelt berühren und deren Berührungs- 
sehnen sich in Q schneiden. Umgekehrt folgt, dafs die Be- 
rührungssehnen aller K doppelt berührenden Kegelschnitte 
durch A und B entweder durch P oder Q gehen. Denn ist C 
ein solcher Kegelschnitt und trifft seine Berührungssehne AB 
in X, so hat X für beide Kegelschnitte dieselbe Polare x und 
diese schneidet AB in einem solchen Punkte T, dafs das 
Punktpaar XY die beiden Punktpaare AB und A^B^ har- 
monisch trennt. Also mufs XY mit PQ zusammenfallen. 

Es ändert sich nichts, wenn die Punkte D und E imagi- 
när werden. 

Ist 6r ein beliebiger Punkt von AB, so müssen die Berüh- 
rungspunkte aller Tangenten von ihm an die Kegelschnitte C..., 
welche K doppelt berühren und durch AB gehen, auf einem 
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Kegelschnitte jÄ liegen (426 a), welcher K doppelt berührt. 
Zu den Kegelschnitten G gehören auch zwei Geradenpaare. 
Zieht man nämlich von j1 an JT die Tangenten, welche in Sl 
und Sil berühren und schneidet K mit P3l in S5, mit PSlj 
in S5i, so sind JB93 und JBSBi auch Tangenten. Die Tangenten- 
paare {A% JB33) und {A%^y B^^) gehören zu den Kegel- 
schnitten C und deshalb mufs durch die Scheitel T und 2\ 
derselben der Kegelschnitt ^ gehen. 

Ändert der Punkt G auf AB seine Lage, so erhält man 
neue Kegelschnitte ^; alle diese gehen durch T und 2\. 

DÜB vorige Betrachtung bleibt ungeändert, wenn A und B 
innerhalb K liegen. An Stelle der Tangenten von A und B 
treten die imaginären Doppelstrahlen der Involutionen kon- 
jugierter Strahlen. Von diesen liegen zwei imaginäre Schnitt- 
punkte auf der Polare p von P und durch diese müssen alle 
Kegelschnitte j£ gehen. Dies läfst sich auch auf folgende 
Art erkennen. Ein Kegelschnitt ^ schneidet p in zwei reellen 
oder imaginären Punkten Q und 22, durch welche zwei Kegel- 
schnitte aus der Schar C . . . etwa Cq und Cr gehen. Diese 
können aber keine wirklichen Kegelschnitte sein, weil die 
Taugenten an sie in Q und B nicht durch 6r, sondern durch P 
gehen, da P und p Pol und Polare für alle Kegelschnitte C . . . 
sind, es müssen also Cq und Cr Geradenpaare, Q und 22 deren 
Scheitel sein. Also: 

a. Berühren die Kegelschnitte C .., einen Kegelschnitt K doppelt 
und schneiden sie sich in denselben beiden Punkten A und B, 
so treffen sich ihre Berührungssehnen in zwei festen Funkten P 
und Q von AB. Zieht man von einem Punkte G der Sekante 
AB Tangenten an die Kegelschnitte C . . ., deren Berührungs- 
sehnen sich in P treffen, so liegen ihre Berührungspunkte auf 
einem K doppelt berührenden Kegelschnitte Ä, welcher durch zwei 
feste, reelle oder imaginäre^ Punkte auf der Polare von P geht. 
Wenn K in ein Gei'odenpa^ar ausartet, so thut dies auch S; 
beide Paare haben denselben Scheitel. 

um denjenigen unter den Kegelschnitten ... zu finden, 
welcher durch einen gegebenen Punkt 22 geht, ziehe man ^22, 
schneide mit derselben K in 22^222 und konstruiere das 
Punktpaar PiQi, welches ^22 und 22^222 harmonisch teilt, so 
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sind die Geraden PP^y PQi, QP^y QQ^ die Berührungssehnen 
solcher Kegelschnitte, welche durch ABB gehen und K 
doppelt berühren: 

b. Imurek drei Punkte lassen sich vier Kegelschnitte legen^ 
welche einen Kegelschnitt K doppelt berühren. 

Es bleibt der Fall zu erledigen, dafs die Kegelschnitte C . ., 
welche K doppelt berühren, durch zwei imaginäre Punkte A 
und B gehen, also eine Involution J auf einer Geraden g 
als Involution konjugierter Punkte haben. Die Paare kon- 
jugierter Punkte auf ^ bezüglich £^ bilden eine zweite Involution, 
welche mit der vorigen ein stets reelles gemeinsames Pankt- 
paar PQ hat. Man folgert wie vorhin: 

c. Alle Kegelschnitte (7 . . ., loelche einen Kegelschnitt K 
doppelt berühren und eine Involution J als Involution kon- 
jugierter Punkte haben ^ teilen sich in ewei Scharen y deren 
Berührungssehnen sich in zwei festen Punkten P und Q auf 
dem Träger der Involution schneiden. Zieht ma/n von irgend 
einem Punkte O auf PQ Tangenten an alle C ... der einen 
Schar j so liegen die Berührungspunkte auf einem Kegelschnitte ^, 
welcher die Polare des Punktes ^ in dem sich alle Berührungs- 
sehnen schneiden^ in zwei festen Punkten trifft und K doppelt 
berührt Es giebt vier KegdschnittCy welche J als Involution 
konjugierter Punkte haben , K doppelt berühren und durch einen 
Punkt R gehen. 

'■ 428. Die Kegelschnitte (7 und C^ berühren JT doppelt; darch 
den Schnittpunkt P der Berührungssehnen seien q und r die 
gemeinschaftlichen reellen oder ideellen Sekanten von C und C^. 
Auf q sei A irgend ein Punkt; man ziehe durch A eine Ge- 
rade, welche C in D und E trifft, so lassen sich durch DE 
unendlich viele Kegelschnitte legen, welche K doppelt be- 
rühren. Alle diese schneiden C^ in solchen Punkten, dafs eine 
gemeinschaftliche Sekante durch P geht. Legt man also um- 
gekehrt durch P eine zweite Gerade, welche G^ in D^ und E^ 
trifft, so läfst sich durch DED^E^ ein Kegelschnitt legen, 
welcher K doppelt berührt Wählt man statt der beliebigen 
Geraden DJB und B^E^^ durch Pzwei Tangenten dieses Punktes 
an G und C^, so folgt der Satz: 

a. Wenn zwei Kegelschnitte GG^ einen dritten K doppelt he- 
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rühren und man zieht von einem beliebigen Funkte einer solchen 
gemeifischaftlichen Sekante von CCi, welche durch den Schnitt- 
punkt der Berührungssehnen geht, 2 Gerade^ so liegen die vier 
Schnittpunkte y in denen die eine C, die andere C^ schneidet^ auf 
einem Kegelschnitte^ welcher K doppelt berührt Zieht man statt 
der beliebigen Geraden je an G und C^ eine Tangente^ so kann 
man durch die Berührungspunkte einen in ihnen C und C^ ein- 
fach berührenden Kegelschnitt C^ legen, der K doppelt berührt. 

Sind F und F^ die Berührungspunkte von Cg mit C 
und Ol; so sind die Tangenten in ihnen gemeinschaftliche 
Sekanten von CC^ und G^C^ und sie selbst Durchschnitte ge- 
meinschaftlicher Tangenten. Deshalb mit Hilfe von 425 a und b.: 

b. Wenn zwei Kegelschnitte G und G^ von einem dritten G^ ein- 
fachy diu drei aber von einem vierten K doppelt berührt werden, 
so liegen die Berührungspfunkie von GG^ und G^G^ in gerader 
Linie mit einem Durck-schnittspunkte gemeinschaftlicher Tangenten 
von GGi und die Tangenten in den Berührungspunkten von GG^ 
und G^G^ schneiden sich auf einer gemeinschafüichen Sekante 
von GC^. 

429. Durch einen Durchschnitt N gemeinschaftlicher 
Tangenten von GG^^ welcher auf der Verbindungslinie der 
Berührungspole liegt^ ziehe man zwei Gerade gg^, welche G 
in STUr \md Gl in S^T^U^Vi schneiden. Von den ge- 
meinschaftlichen Sekanten der Kegelschnitte Gy G^ und des 
Geradenpaares {ßg^ schneiden sich nach 425 a. viermal drei in 
einem Punkte, weil G, G^ und {gg^ als drei Kegelschnitte be- 
trachtet werden können, welche das Tangentenpaar in N doppelt 
berühren. Man beweist diese Eigenschaft aber wie in 425. 
auch leicht direkt. Es mögen sich TJS und V^T^ sowie TJ^S^ 
und VT auf q, ÜT und U^T^ sowie SV und S^V^ auf r 
schneiden^ so lassen sich nach 428. durch USV^T^ U^S^VT^ 
UTü^Ti und SVSy^V^ Kegelschnitte legen, welche Jf doppelt 
berühren, also: ' 

Wenn zwei Kegelschnitte G und G^ einen dritten K doppelt 
heruhren und man zieht durch einen solchen Durchschnitt N ge- 
meinschaftlicher Tangenten von GG^, welcher auf der Verbindungs- 
linie der Berührungspole liegt, zwei Gerade durch GG^, so schnei- 
den sich viermal je zwei der Verbindungslinien der oM Schnitt- 
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punkte auf den beiden gemeinschaftliehen Sekanten von CC^ 
welche durch den Schnittpunkt der Berührungssehnen gehen und 
viermal lassen sich durch je vier der Schnittpunkte Kegelschnitte 
legen, welche K doppelt berühren. Fallen die beiden Geraden 
zusammen^ so schneiden sich die Tangenten in den Schnittpunkten 
viermal auf den gemeinschaftlichen Sekanten. Zieht man um- 
gekehrt von einem Punkte einer gemeinschaftlichen Sekante Tan- 
genten an CCi, so gehen vier Verbindungslinien der Berührungs- 
punkte durch solche Schnittpunkte gemeinsamer Tangenten, weiche 
auf der Verbindungslinie der Berührungspole liegen. 

• 430. Durch UV^.ST^, Füj, Ä^T lassen sich Kegelschnitte 
legen^ welche in ihnen G und C^ einfach und aufserdem K 
doppelt berühren. Dies folgt aus 429., wenn g und g^ zu- 
sammenfallen. Sind die beiden ersten ^ und ^^, so müssen 
sich US und V^ T^ in einem Schnittpunkte gemeinsamer Tan- 
genten von ÄÄj schneiden (429.), welcher also auf einer gemein- 
schaftlichen Sekante q von CC^ liegt. Die Tangenten in 
US an C und an V^T^ an Q müssen sich (425.) auf einer 
gemeinschaftlichen Sekante von ÄSj schneiden und beide 
Schnittpunkte liegen in gerader Linie mit Ny also: 

Wenn die Kegelschnitte CC^ von Ä in UV^y von ß^ in 
STi alle vier aber von K doppelt berührt werden und die Geraden 
UVy und ST^ sich in einem solchen Durchschnitte N gemein- 
schaftlicher Tangenten von CG^ schneiden, welcher auf der Ver- 
bindungslinie der Berührungspole von GG^ mit K liegt, so liegt 
i) ein Schnittpunkt gemeir^chaßlicher Tangenten von ÄS, auf 
einer gemeinschaftlichen Sekante von GG^ und 2) ein Schnitt- 
punkt N gemeinschaftlicher Tangenten von GG^ auf einer gemein- 
schaftlichefi Sekante von ÄÄ,. 

431. K wurde von ^ und Ä^ doppelt berührt; es lassen 
sich nach Obigem Kegelschnitte C^CgG, konstruieren, welche 
K doppelt und SÄ, einfach berühren. Die Berührungspunkte 
von ÄÄi mit (7^, Cg, G^ seien Ä^B^, Ä^^^, A^B^ und zwar 
sollen die Kegelschnitte G^^G^^G^^ so konstruiert sein, dafs die 
Geraden Ä^B^, A^B^y -^3-^3 in demselben Durchschnittspunkte S 
gemeinschaftlicher Tangenten von ifÄ, sich treffen; S liegt 
dann auch auf den gemeinschaftlichen Sekanten von C^G^, 
G^G^^ G^G^ und ist also ein Ohordalpunkt von CjCgCs' Die 
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Geraden Ä^A^ und B^B^, ^2^ ^^^ B^B^y ^s^i ^^^^ -^s-^i 
sehueiden sich in den Durchschnitten T^, Tj, T^ gemeinschaft- 
licher Tangenten von CiC^f C^C^y C^C^ und zugleich liegen 
diese Punkte auf derselben gemeinsamen Sekante von S^^^ 
also ist TjTgjTs eine Gerade, deren Pole in Bezug auf CjCgCs 
auf den Geraden SA^ SA^, SA^ liegen müssen, weil T^ der 
Pol von SA^ in Bezug auf (7^, T^ der Pol von SA^ in Be- 
zug auf. 62 und T^ der Pol von SA^ in Bezug auf C^ ist. 
Daraus folgt: 

Berührt ein Kegdschnitt Ä drei andere CjCgGj einfach in 
A^A^A^ und werden alle vier von einem fünften K doppelt be- 
rührt, so liegen A^A^A^ auf den Verbindungslinien eines Chordäl- 
Punktes von CjCjGj mit den Polen einer Geraden, auf welcher 
drei Durchschnitte gemeinschaftlicJwr Tangenten von C^C^C^ liegen, 
diese Pole genommen in Bezug auf C^C^C^, 

Durch diesen Satz wird die Aufgabe gelost. 

Es sind drei Kegelschnitte C^C^G^ gegeben , welche einen 
vierten K doppelt berühren; man soll einen fünften Ä honstruiereny 
welcher K doppelt und C^C^G^ einfach berührt. 

432. Die im vorigen Satze angegebene Konstruktion liefert 
zwei Kegelschnitte. Da es vier Gerade, auf denen drei Durch- 
schnittspunkte gemeinschaftlicher Tangenten liegen, und vier 
Chordalpunkte von G1G2GQ giebt und jede Verbindung einer 
solchen Geraden mit einem Ghordalpunkte zwei Auflösungen 
giebt, so hat die Aufgabe im Allgemeinen 32 Auflösungen. 

Mit gewissen Modificationen enthält diese Aufgabe die 
Auflösungen aller derjenigen Aufgaben, die entstehen, wenn 
man einen oder zwei, oder alle drei Kegelschnitte G^G^G^ je 
jn einen Punkt oder eine Gerade übergehen läfst. Treten 
aufserdem noch an Stelle von K zwei Punkte oder zwei Ge- 
rade, so erhält man die Konstruktion der Kegelschnitte aus 
Punkten und Geraden. 

433. Konjugierte Kegelschnittreihen, 

K werde von G und G^ doppelt berührt; die Berührungs- 
sehnen schneiden sich in P und durch P seien qr die ge- 
meinschaftlichen Sekanten von GG^. Zieht man von einem 
Punkte!) von q Tangenten an KGG^, so liegen die Berührungs- 
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punkte auf einem K doppelt berührenden Kegelschnitte fc. 
Die Verbindungslinien der Berührungspunkte treffen sich zu 
zweien in den Schnittpunkten A und B gemeinschaftlicher 
Tangenten. Wenn D die Sekante q durchläuft, so durch- 
läuft Ä eine Reihe von Kegelschnitten, die K doppelt berühren 
und sich in denselben zwei Punkten M und N der gemein- 
samen Polare p von P für KCG^ -schneiden (427.). Zieht man 
deshalb von A Tangenten an alle äj, so liegen die Berührungs- 
punkte auf einem K doppelt berührenden Kegelschnitte «; 
ebenso liegen die Berührungspunkte aller von B gezogenen 
Tangenten auf einem Kegelschnitte ß^ der K doppelt berührt. 
Aus 428 b. folgt, dafs die Schnittpunkte gemeinschaftlicher 
Tangenten zweier Kegelschnitte h auf der Sekante g liegen, 
denii zu den Kegelschnitten h gehören auch solche, welche C 
und Ci berühren. 

Es seien EF die beiden Schnittpunkte von q mit C 
und Cij also sind M und N diejenigen Durchschnitte der 
von E und jP an JST gezogenen Tangenten, welche auf p liegen. 
Alle Kegelschnitte Ä gehen durch M und N, Zieht man von 
irgend einem Punkte L auf MN Tangenten an alle Ä, so 
liegen die Berührungspunkte auf einem Kegelschnitte A, 
welcher K doppelt berührt und durch die Schnittpunkte E 
und F gehen mufs, denn zu den Kegelschnitten Ä, welche K 
doppelt berühren und durch MN gehen, gehören auch die 
Geradenpaare {EM, FM) und {EN, FIST). Daher mufs X mit 
einem Kegelschnitte aus der Reihe CC^ derjenigen Kegel- 
schnitte zusammenfallen, welche durch E und F gehen und K 
doppelt berühren. Also: 

Sind GC^ (^2 • • • E^egelschnitte durch zwei Punkte EF, be- 
rühren sie K doppelt und schneiden sich ihre BerührungssehneA 
in einem Punkte P, so liegen die Berührungspunkte aller Tan- 
genten, die man von einem Punkte D auf EF an GC^C^ ... 
ziehen kann, auf einem Kegelschnitte k, welcher K doppelt be- 
rührt und durch zwei feste Punkte M und N auf der Polare p 
von P bezüglich K geht Wenn D sich auf EF bewegt, so 
durchlaufen alle k . . . eine Beihe von Kegelschnitten; zieht man 
an diese von irgend einem Punkte L auf p Tangenten, so liegen 
die Berührungspunkte auf einem der Kegelschnitte GG^G^ . . . JDk 



§ 28. Das Polarsystem. 323 

Kegdschnittreihen CCjCg . . . und Je ... heifsen "konjugiert. Zu dm. 
Kegelschnitten CC^G^ . . .-gehören auch die Kegelschnitte a und ß. 
C^G^C^ sollen drei Kegelschnitte sein, welche JST doppelt 
berühren, so haben sie im Allgemeinen vier Ghordalpunkte 
QiQiQzQ^- Zieht man von diesen Tangenten an CjCgCg, so 
liegen die Berührungspunkte auf vier Kegelschnitten k^k^k^lc^ 
welche K doppelt berühren. Sind A^^j ^28? -^si solche Schnitt- 
punkte gemeinschaftlicher Tangenten von G^G^y G^G^^ G^G^ die 
auf einer Geraden liegen und zieht man von Ä^^ Tangenten 
an \y so liegen die Berührungspunkte auf einem Kegel- 
schnitte Ci2 aus der Beihe G^G^'^ ebenso liegen die Berührungs- 
punkte der von A^^ an \ und von Ä^^ an \ gezogenen Tan- 
genten auf zwei Kegelschnitten G^^ und Cgi aus der Reihe G^ G^ 
und CgC^. Die drei Kegelschnitte G^^G^G^^ müssen sich aber 
in zwei Punkten schneiden, welche auf der Polare s des 
Punktes liegen, in welchem die Gerade A^^A^^A^^ die Be- 
rührungssehne von \ und K schneidet; man erhält diese 
Punkte, indem man von den Schnittpunkten der Geraden 
A^^Ji^A^^ und des Kegelschnittes \ Tangenten an K zieht 
und diejenigen ihrer Durchschnitte bestimmt, welche auf jener 
genannten Polare s liegen. Zieht man von einem Punkte 
auf s Tangenten an die Kegelschnitte G^^^^Av so liegen 
ihre Schnittpunkte auf einem K doppelt berührenden Kegel- 
schnitte ft, welcher die Kegelschnitte G^G^G^ in solchen Punkten 
schneidet, dafs die Verbindungslinien von den auf 2 Kegel- 
schnitten z. B. Cj und Og befindlichen Schnittpunkten sich in 
den Tangentendurchschnitten A^^A^A^^y hier in A^^ schneiden. 
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Das Folarsystem. 

434. Zwei Strecken SS^ = 2a und ©©^ == 26 halbieren Pig. i7i. 
sich senkrecht in M] sie heifsen Axen. Von einem beliebigen 
Punkte A falle man senkrecht PB und PS3 auf die Axen, 
mache SS^BB^ und @®iS593i harmonisch, so heifst die Ge- 
rade 5iS3i oder p die Polare von P. Ist umgekehrt eine be- 
liebige Gerade p gegeben, welche die Axen in B^ imd SB^ 
schneidet, so mache man wieder SS^BBj^ und @@jS5S5i har- 
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.monisch und errichte in B und 85 Senkrechte auf den Axen; 
ihr Durchschnitt P ist der Pol der Geraden jp. So ist jedem 




i>r^, W^^ 



Flg. 171. 

Punkte P eine Polare jo und jeder Geraden jp ihr Pol jp zu- 
geordnet. 

Liegt P auf einer der Axen, so steht seine Polare auf 
dieser Axe in demjenigen Punkte senkrecht, welcher P von 
den Endpunkten harmonisch trennt. 

Auf ^ sei Q ein beliebiger Punkt; man fälle $3)±@(Si 
und QD±.S8^y setze 

dann folgt aus ähnlichen Dreiecken 



Xj — x:X\=y : Y^ 



oder 



0? 



+ 



y 



= 1. 



Man mache @@i2)3)j und SSiJDDi harmonisch, setze 
MDi = X, M^^ = Y, dann ist 

o; i»fJ? y MB 



also 



X. 



X ' r, 
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, MB , M^ X t y . 

und _^ + ___ = _ + ^ = l. 

Hieraus ergiebt sich, dafs P auf der Polare q oder Di®! 
von Q liegt. Darin aber liegt der Hauptsatz der Polarentheorie: 

a. Bewegt sich ein Punkt Q auf einer Geraden p, so dreht 
sich seine Polare q um den Pol P der letzteren und umgekehrt. 

b. Die Polaren von vier harmonischen Punkten sind vier 
harmonische Strahlen. 

c. Die Pole von vier harmonischen Strahlen sind harmo- 
nische Punkte- 

435. Von Interesse sind in dem so hergestellten Polar- 
system diejenigen Punkte, welche auf ihren Polaren liegen 
und diejenigen Geraden, welche durch ihre Pole gehen. 

Für den Fall, dafs q durch Q geht, wird 

= 1 
und also -^ + -v^- =^ 1 

oder -^ + "YT *= !• 

Man erkennt in diesen Gleichungen die Gleichung der 
Ellipse als Punkt- und Tangentengebilde. Daraus folgt also: 

AUe Punkte des Polarsystems, welche auf ihren Polaren 

liegen, erfüllen eine Ellipse; die Tangenten in ihnen sind ihre 
Polaren. 

437. Ohne die Gleichung des Kegelschnittes zu benutzen 
gelangt man zu den letzten Resultaten auf folgendem Wege. 
Man weifs zunächst, dafs SS^®®^ solche Punkte sind, durch 
welche ihre Polaren gehen. Durch S ziehe man eine beliebige 
Gerade ^f; auf ihr sei P irgend ein Punkt, dessen Polare p die 
Gerade g in Pj treffe, dann mufa die Polare p^ von P^ durch 
P gehen. Sind nun PP^SZ harmonisch, so sind ihre Polaren 
^p^sz auch harmonisch und folglich mufs z durch Z gehen 
und Z ist der einzige Punkt von g, dessen Polare durch ihn 
hindurchgeht. Wenn g sich um S dreht, so durchläuft Z eine 
krumme Linie. Auf gleiche Weise folgt, dafs jede durch Z 
gelegte Gerade aufser Z nur noch einen Punkt besitzen kann, 
dessen Polare durch ihn hindurchgeht und dafs somit alle 
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Punkte, welche die Eigenschaft haben, dafs ihre Polaren 
durch sie hindurchgehen, auf einer Curve K IL Ordnung liegen. 
Sind JJ^ zwei Punkte von JST, P irgend ein Punkt der 
Geraden JJ^ oder g und P^ der Schnittpunkt von JJ^ mit der 
Polare p von P, so mufs die Polare p^ von P^ durch P gehen. 
Sind PPjeT'X harmonisch, so sind auch ihre Polaren pp^ix 
harmonisch und müssen JJ^ in vier harmonischen Punkten 
schneiden. Da p durch P^, p^ durch P, i durch «7 geht, so 
mufs auch x durch X gehen. Es giebt aber auf der Geraden 
g aufser J nur noch den Punkt J^, welcher auf seiner Polare 
liegt, also mufs J^ mit X zusammenfallen. Dies aber ergiebt 
den Satz: 

Jede Sehne von K wird durch einen ihrer Punkte und seine 
Polare harmonisch geteilt 

In gleicher Weise ergiebt sich der reciproke Satz. 

Um zu zeigen, dafs 
K ein Kegelschnitt ist, 
beschreibt man um @ mit 
a einen Bogen, welcher 
SSi in FFi schneidet, 
macht S SiFLha^rmomschj 
errichtet in F die Gerade 
?J_S/Si, so ist sie die 
Polare von F. Die Po- 
lare eines Punktes G von 
{ konstruiert man, indem man 6r§ J« ©©^ fallt, @@i§§i 
harmonisch macht und F^^ zieht. 

MF.ML = a^ = MF^ + M®' im A MF®, 

MF{ML - MF) = ilf ©2 

MF.LF= M& = M^ . M^, 

MF:M^, = M^:LF. 

Da M^ = GL, so folgt aus dfer letzten Proportion die Ähn- 
lichkeit der Dreiecke FGL und MF^^, woraus sich ergiebt 

^ GF^, = 1 Ä 
Nennt man FF^ die Brennpunkte des Polarsystems und 
lli ihre Leitlinien, so folgt die Fundamentaleigenschaft der 
Brennpunkte und Leitlinien: 
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Weil 
so ist 
oder 
und 



§ 28. Das Polarsystem. 327 

Die Polare eines Punktes einer Leitlinie sieht in ihrem 
Brennpunkte auf seiner Verbindungslinie mit jenem Punkte 
senhreekt. 

438. Die Sehne JJ^ treffe die Leitlinie l in <^; man 
ziehe QF und in F die Gerade g _L ^2^, so ist q die Polare 
von Q. Wenn diese JJ^ in Q^ trifft, so sind JJ^QQi har- 
monisch; daher halbieren, weil q±. QF, die Geraden FQ und 
FQj^ die von FJ und FJ^ gebildeten Winkel, also ist 
FJ: FJ^ = QJ: QJ^ und wenn man JN und JiN^ senkrecht 
auf l fällt, auch QJ: QJ^ ^NJiN^J^, daher auch FJ: NJ 
= FJ^: N^J^, Dreht sich die Gerade JJ^ um Jj, so folgt, 
dafs das Verhältnis FJ : NJ für den veränderlichen Punkt J 
von K konstant gleich FJ^ : N^J^ ist; also ist K ein Kegel- 
schnitt (cf. 126), er heifst der Kernicegelschnitt des Polar- 
systems. 

439. Die eben auseinandergesetzte Methode führt nur 
zum Polarsystem einer Ellipse; sie läfst sich jedoch verall- 
gemeinem und liefert dann auch die Hyperbel. 

Zwei sich senkrecht schneidende Gerade s und S treffen 
sich in J!f; auf beiden liegen Involutionen mit dem Central- 
punkte M. Von einem beliebigen Punkte P fälle man die 
Senkrechten PB auf s und PS3 auf §, suche die in den Invo- 
lutionen zu B und S3 zugeordneten Punkte B^ und SBj, dann 
soll die Gerade B^^^ oder p die Polare von P heifsen. Es 
ist leicht ersichtlich, wie man von der Geraden p zum Punkte 
P gelangt. Dadurch aber ist das Polarsystem hergestellt, für 
welches in der vorhin angegebenen Weise die genannten har- 
monischen Eigenschaften abgeleitet werden. Zu den Brenn- 
punktseigenschaften gelangt man auf etwas abweichendem Wege. 

Von den Involutionen habe nur diejenige auf s Doppel- 
punkte 88^] man beschreibe über S8y^ einen Kreis, schneide 
ihn mit einer Tangente von K in BRj^y errichte in diesen 
Punkten auf RB^ Senkrechte, welche 88^ in FF^ schneiden. 
Gonstruiert man dann einen Kegelschnitt mit der Axe S8i 
und den Brennpunkten FF^, so mufs dieser mit K zusammen- 
fallen. Cf. 232c. 

Hat keine von den Involutionen Doppelpunkte, so giebt 
es in dem Polarsystem' keinen Punkt, welcher auf seiner Polare 
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liegt; der Kernkegelscliiiitt des Polarsystems ist imaginär. 
Da in diesem Falle die Potenzen beider Involutionen negativ 
sind, gleich — a* und — 6', so erhält man als Gleichung des 
imaginären Kegelschnittes 



x^ 
■? 



+ 






440. Auch auf folgende Art erhält man die Brennpunkte 
des Polarsystems. Es seien die Potenzen der Involutionen 
auf den Axen a* und 6*. Durch einen Punkt G der ersteren 
ziehe man eine beliebige Gerade d und falle von ihrem Pole 
D die Senkrechte DE auf d\ diese schneide die Axe in G. 




Fig. 173. 

Fällt man DH senkrecht auf die Axe AA^j so ist DE die 
Polare von G und die Gerade «76!^ mufs auf GD senkrecht 
stehen, denn die drei Höhen eines Dreiecks schneiden sich in 
einem Punkte , hier G. Aus der Ähnlichkeit der Dreiecke 
GDH und GHJ folgt GH.GH^DH. JH. 
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Die Punkte D und J sind konjugierte Punkte; dreht sich 
d um C, so bleibt das Produkt DE. . JH konstant gleich 
HI? = -E?^. Man fälle LO senkrecht auf die andere Axe 
und ziehe die Gerade CN^ die Polare von L, welche diese 
Axe in P schneiden mag. Da L der Pol von TK ist, so 
mufs die Polare von P durch L gehen^ sie steht aber auch 
auf JfP senkrecht, also sind und P konjugierte Punkte 
und es ist MO , MF = 6^ Dann verhält sich 

HL" : V = HN^ : MP . MO = HN: MF, 

= HC :MC also ist, 

HL^ a= V . -jTny daher auch 

CH.GH'^V.-^- oder QH.MC^V 

(MH — MG) MC = 6« 
Jf ir .MC- MG. MC = l\ 
Aber JlfB^. JtfC = a\ also 

Wie man auch d um C drehen mag, der konjugierte 
Normalstrahl DE schneidet die Axe AÄ^ in einem festen 
Punkte Gj so dafs MG . MC = a* — 6* = c*. Macht man 
nun Jf jP = MF^ = c, so mufs der konjugierte Normalstrahl 
zu jeder durch F bez. F^ gezogenen Geraden durch diesen 
Punkt gehen. Daher sind F und P\ die Brennpunkte. 

Ändert sich C auf der Axe, so thut dies auch G\ die 
Punktpaare CG bilden aber wegen der Gleichung MC . MG 
= a^ — 6^ eine Involution mit dem Centralpunkte My deren ^ 
Doppelpunkte die beiden Brennpunkte F und jF\ sind. 

Im Punkte E sind EC und ED die beiden konjugierten 
Normalstrahlen. Erwägt man noch, dafs im Berührungspunkte 
einer Tangente diese und ihre Normale konjugierte Strahlen 
sind; so folgt: 

Konstruiert man in einem heliehigen Punkte die beiden kon- 
jugierten Normalstrahlen oder in einem Punkte' des KemJcegel- 
sdmittes Tangente und Normale^ so schneiden &ie die Hauptaxe 
in einem Pu/nktpaare einer Involution mit dem Centraljmnkte M 
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und der Potenz a^ — 6*, deren Doppelpunkte die Brennpunkte F 
und F^ sind. 

Die beiden konjugierten Normalstrahlen EC und EL 
mögen die Nebenaxe in Cj und G^ schneiden; die Polare von 
Gl mufs durch B gehen und auf der Nebenaxe senkrecht 
stehen. Sie treffe diese in H^ und CC^ in Jj. Im Dreiecke 
C^BJ^ ist (?! der Durchschnitt der Höhen, also ist 

S-i^i . -HjZ) = Gl Hl . CiSi» 

In gleicher Art wie vorhin findet man MJi . HiB 

^, also GiHi . CiHi = a' . ^§-^ und JfC, . G.Jff, 

= a-. Setzt man GiHi = Jf6?i + Jf^i und MCi . itf Äj = 6^ 
so hat man auch 

MCi . MGi = a« — 6^ also 

Alle konjugierten Normalstrahlenpaare schneiden die Nebenr- 
axe in den Punktpaaren einer Involution, deren CentraJpunM M 
und deren Potenz a* — h^ ist Biese Involution hat keine 
Boppelpunkte; die Kreise über den einzelnen Punktpaaren schnei- 
den sich in den beiden Brennpunkten. 

Ein spezieller Fall dieses Satzes lautet: 
Irgend eine Tangente und ihre Normale schneiden die 
Nebenaoce in zwei Punkten^ welche mit den Brennpunkten auf 
einem Kreise liegen. 

441. Im Falle der Parabel mufs die obige Beweisführung 

ihre Giltigkeit verlieren, 
da der Mitttelpunkt M 
ins Unendliche rückt. 
Man mufs daher eine 
andere Eigenschaft der 
Parabel zu Hilfe nehmen, 
die zunächst abgeleitet 
werden soll. Es seien BB 
und BBi zwei Tangenten, 
welche die Scheiteltan- 
gente in CCi treffen. 
Die drei Tangenten OB, 
CCi, CiB bilden mit der unendlich fernen Geraden ein um- 
geschriebenes Vierseit, in welchem sich die Diagonalen und 
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Verbindungslinien der Berührungspunkte auf den Gegenseiten 

in einem Punkte treffen. Daher mufs DD^ die Axe in einem 

solchen Punkte G schneiden, dafs CG || C^A und C^G \\ CD 

wird. Man falle noch DE und D^E^ senkrecht auf die Axe. 

Aus ähnlichen Dreiecken folgt, wenn man noch BH^ ÄE 

zieht 

DE:D,E, = CD.C,G =CD :CB =AE:BH 

DE : D,E, = CG : C^Di = BC^ : C^D^ = BHiÄE,, 

aus welchen Proportionen durch Zusammensetzung sich der 

Satz ergiebt 

DE^:D,E,^ = ÄE:AE,. 

Fällt man aus zwei FarabelpunJcten die Setikrechten auf die 
Aa:e, so verhalten sich ihre Quadrate wie ihre Entfernungen vom 
Scheitel. 

Die Gerade d schneide die Axe in 0; von ihrem Pole D 
sie DE senkrecht auf d und G der Schnittpunkt von DE 

mit der Axe. Ferner 
sei DH senkrecht zur 
Axe, dann folgt aus 
den ähnlichen Drei- 
ecken DGH \mi CJH 
die; Gleichung GJ?.J?(7 
= HD .HJ^ HK\ 
da D und J kon- 
jugierte Punkte der In- 
volution auf HK sind 
u nd ^ der Centralpunkt 
der letzteren ist. Wenn sich d um C dreht, so bleibt HK, 
da es die Polare von G ist, und somit das Produkt GH. CH, 
also Punkt G ungeändert. Ist d^ parallel zu dy sind 
C^D^E^GiH^JiK^ die analogen Punkte, so ist 

HG . HC:H,G, . H^C, = HK^ : H^K^^ = AH: AH, 
Weil aber AC = AH, AC.^AH,, so folgt HG ^ H^G,, 
also auch GG,^= HH, = CC,, Mithin haben die Punktpaare 
CGj C^G, , . . . dieselbe Mitte F und diese mufs der Brenn- 
punkt sein. 

442. Das Polarsystem ist bestimmt durch die Involutionen 
auf den beiden Axen; es ist aber auch bestimmt durch die 
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Involution auf einer Axe und irgend einen Punkt P des Kem- 
kegelschnittes K. 

Von P fälle man die Senkrechten PJB, PS5 auf die Axen, 
suche zu B den involutorisch zugeordneten Punkt B^ dann 
ist PJBi Tangente in P an jK"; sie möge g in 85i trefifen. 
Durch S335i ^^^ ^^^ Centralpunkt M ist aber die Involution 
auf ^ und somit das Polarsystem bestimmt. 

Durch die Involution auf der einen Axe s des Kernkegel- 
schnittes K ist also das Polarsystem nicht vollständig be- 
stimmt; es giebt einfach unendlich viele solcher Polarsysteme, 
was man leicht daraus erkennt, wenn man den zur voll- 
ständigen Bestimmung nothwendigen Punkt P eine Gerade 
durchlaufen läfst, da er auf dieser einfach unendlich viele 
Lagen einnimmt. Die allen Systemen gemeinsamen Eigen- 
schaften sollen abgeleitet werden. 

443. Von einem Polarsystem sei ein fester Punkt P des 
Kernkegelschnittes K und die veränderliche Involution auf der 
Axe s mit dem Centralpunkte M gegeben. Man föUe die 
Senkrechten TB und P93, und aus P, einem beliebigen Punkte, 
BD und PS), suche in einer Involution die zu B und B in- 
volutorisch zugeordneten Punkte B^ und D^, dann ist P^P 
eine Tangente an K\ diese treffe S in SBj, so ist durch das 
Punktpaar JSS^ und den Centralpunkt M auch die Involution 
auf § bestimmt. Man setze MB =p , MD = r, MS5 = ft 
M^ === r. Sind D^ und ©^ die zu D und 2) involutorisch zu- 
geordneten Punkte, so ist die Gerade D^^i die Polare 9 von R 

Wenn man noch MB^ =i>o ^^i = ^1? -^^1 = Pu -ä^®i =^1 
setzt, so ist die Bedingung dafür, dafs ein Punkt Q, dessen 
Entfernungen von den Axen s und § gleich y und x sind 
(cf. 434.) auf Z)i2)i liegt, 

— + ^ = 1. Da P auf PiS5i liegt, 

so ist auch — -^- —- = 1. 

Pi Pi 

Aus den Eigenschaften der Involution folgt, 
p »Pi =r .r^y p . pi = r . r^, also 

xr . yv 



+ -w^ = 1- 



PPi ' PV 
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Ändert sich nun die Involution auf s und bezeichnen 
^2^2 ^^^ ^^^ Strecken j)|!pi analogen Strecken, so hat man auch 

PP% ^ PPi 
Erweitert man die letzten Gleichungen mit p^ und ^2 ^^^ 
zieht sie von einander ab^ so erhält man 





p u. pj ''- 


Aus den 


Gleichungen 




p +A 1 


und 


;.+:-! 


ergiebt sich 


^(Ir-^)-^. 


also 


xr =|)* 


uud ebenso 


t/r — ö^, 



P2; 



Wie sich also auch die Involution auf s ändern mag, die 
Polaren von 22 gehen durch einen festen Punkt, dessen Ent- 
fernungen von ^ und s gegeben sind durch 

P^ A '^^ 

x^ssi^^- und y=^- — . 

Die Eemkegelschnitte K aller Polarsysteme gehen aufser 
durch P noch durch drei andere feste Punkte PjPgPs, die 
mit P symmetrisch zu s, 8 und M liegen und bilden ein 
£egelschnittbüschel mit vier reellen Grundpunkten. Für dieses 
aber gilt nach Obigem der Satz: 

Die Polaren eines Punktes in Bezug auf alle einem Becht- 
ecke umgeschriebenen Kegelschnitte schneiden sich in einem Punkte, 

444. Das Polarsystem ist auch durch eine Involution auf 
der einen Axe s und durch ein Paar konjugierter Punkte P 
und Q gegeben. Denn sind PB und PS5 senkrecht auf s 
und ^, ist B^ der zu B involutorisch zugeordnete Punkt^ so 
ist B^Q die Polare von P; schneidet sie g in 95i, dann ist 
S3S3i ein Punktpaar der Involution auf ^ und diese ist also 
durch dasselbe und den Oentralpunkt M gegeben. Hält man 
das Punktpaar PQ und die Axen fest, läfst aber die Invo- 
lution auf s sich ändern, jedoch so, dafs der Schnittpunkt M 
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der Axen der Centralpunkt bleibt; so ändern sich auch die 
Polarsjsteme und die Eernkegelschnitte K. Die letzteren 
haben jedoch die Axen und ein Paar konjugierter Punkte ge- 
meinsam. Man nehme eine bestimmte Involution auf s an^ 
fälle P£; QC und PS3, ^6 senkrecht auf s und g, bestimme 
zu PC die involutorisch zugeordneten Punkte B^C^y schneide 
% mit Pj^ in SB^ und konstituire durch 83S3i und den Central- 
punkt JJf auf § die Involution; endlich nehme man einen be- 
liebigen Punkt P, fälle PP und PS) senkrecht auf s und §, 
bestimme die involutorisch zugeordneten Punkte D^^ zu P3), 
dann ist D^%^ die Polare von P. Hat ein Punkt X der 
letzteren von g und s die Entfernungen x und y und setzt 
man MB =p, MB^ = Pi, MC = g, MC^ = g^, JifP = r, 
MD^ = r^, 3f SB = p, JfS5i = pi, Jl^® = q, Jtf©i = qi, 
Jlf ® = r, ilf ©i == tj , so sind die Bedingungen dafür, dafs X 
auf Pj®! und Q auf PjSSi liegt, 

^ I 2/ 



und ^ + -f = 1. 

Da aber |)^i = qq^ = rr^, ^^ • Pi = q • Qi = t . tj, so ist 



Sind für ein anderes Polarsystem p^ pg ^2 ^2 ^^® ^^"^ 
Strecken jp^ p^ r^ r^ analogen Strecken, so erhält jnan an 
Stelle der letzten Gleichungen 



xr 



+ ^ = 1. 



PP2 ' <><J2 

Aus den vier letzten Gleichungen folgt leicht 



P \Pi P2) ^^ ^^^ 



PQ. 

woraus x = ^^-^ 



und ebenso t/ == -^ 
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sich ergiebt, d. h. für alle konstruierten Polarsysteme geht 
die Polare von B durch einen festen Punkt, der von den ge- 
meinsamen Axen die Abstände -^ und -^ hat. Daraus 

r X 

aber folgt für die Eernkegelschnitte K der Satz: 

Die Polaren eines Punktes in Bezug auf alle Kegelschnitte, 
welche dieselben Axen und zwei feste konjugierte Punkte haben, 
schneiden sich in einem Punkte. 

445. Die Gesamtheit der Kegelschnitte, welche dieselben 
Axen haben und aufserdem durch einen* Punkt P gehen oder 
zwei Punkte P und Q zu konjugierten Punkten haben, bildet 
ein Kegelschnittbüschel. Im ersten Falle haben alle Kegelschnitte 
desselben aufser P noch drei gemeinsame Punkte; im zweiten 
haben sie entweder vier gemeinschaftliche Punkte oder gar 
keine, aber noch drei leicht angebbare Paare von konjugierten 
Punkten. Sind nämlich P^P^P^ und Q1Q2QB die in Bezug auf 
^sM symmetrisch liegenden Punkte zu P und Q, so sind P^ 
und ^1, Pg und Q^, P3 und Q^ konjugierte Punkte in Bezug 
auf alle Kegelschnitte. 

Man unterscheidet also Kegelschnittbüschel mit vier 
reellen Grundpunkten und ohne Grundpunkte. Jedes der 
beiden Büschel ist aber durch zwei seiner Kegelschnitte be- 
stimmt; denn dieselben bestimmen im ersten Falle die Grund- 
punkte und im anderen ein Paar konjugierter Punkte PQ. 

446. Sind K1K2 zwei ganz beliebige Kegelschnitte, die 

nicht gemeinschaftliche Axen 
haben und entweder vier 
reelle Schnittpunkte oder 
keinen reellen Schnittpunkt, 
also ein reelles Poldreieck 
haben, so läfst sich leicht 
eine harmonische Verwandt- 
schaft herstellen, in welcher 
jenen Kegelschnitten zwei 
andere mit gemeinschaft- 
lichen Axen verwandt sind. 
Ist nämlich ABC das beiden 
Kegelschnitten gemeinsame 




Fig. 176. 
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Poldreieck, so hat man die Verwandtschaft so zu wählen^ dafs die 
der Gjeraden AB verwandte Gerade A^B^ ins Unendliche fällt 
und dafs dem Winkel AGB ein rechter Winkel verwandt ist. 
Der Scheitel desselben ist dann der Mittelpunkt und seine 
Schenkel sind die Axen des Kegelschnitts. Zu dem Zwecke 
beschreibe man über AB einen Halbkreis, nehme darauf be- 
liebig 8, falle SD X AB, mache DE = SD, und l±SE'm 
E, dann sind S und l Centrum und Axe der Verwandtschaft; 
sind C und C| verwandte Punkte^ C^-^^ || CA, C^B^ H CB, so 
sind C^Ai und C^B^ die Axen der verwandten Kegelschnitte. 
Diese konstituieren ein Büschel, dessen Kegelschnitten andere 
verwandt sind, welche mit £^^2 ein Büschel bilden. Für 
dieses gilt daher der Satz: 

Die Polaren eines Punktes P in Bezt^g auf alle Kegelschnitte 
eines Büschels, das vier reelle Grundpunkte oder keinen reellen 
Grundpunkt h(xt, schneiden sich in einem Punkte Q, dem konjugierten 
zu P in Bezug auf das Büschel. 

447. Auf einer Geraden g seien AB durch CD harmo- 
nisch getrennt, die Pole von g bezüglich der Kegelschnitte 
des Büschels seien G^G^G^ . . . ., die konjugierten Punkte zu 
AB CD seien A^B^C^D^. Verbindet man letztere mit den 
Polen G^G^G^ . . ., so erhält man die Polaren von ABCD 
und diese sind harmonisch, weil ABCD harmonisch sind, 
daher ist der Ort von G^G^G^ .... ein Kegelschnitt U, auf 
welchem auch A^B^C^D^ liegen. Läfst man CD, also auch 
C^D^ sich ändern, so erkennt man, dafs alle zu den Punkten 
von g konjugierten Punkte auf Ä, dem Polarkegelschnitt von 
g liegen. 

g schneide einen Kegel- 
schnitt K des Büschels in E 
und F, die Tangenten in diesen 
Punkten an K mögen sich in G 
treffen. Sie gehen durch die 
konjugierten Punkte E^ und F^ 
zu E und F. Die drei Punkte 
E^F^G liegen auf Ä; da £' 
und E^, F und F^ konjugiert 
Fig. 177. sind, so sind auch H und E^ 
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koi^jugiert für alle Kegelschnitte des Büschels (cf. 192), Da 
aber H auf g liegt, so mufs S^, wie vorhin bewiesen, auf S 
liegen. Es ist also GE^H^F^y ein diesem eingeschriebenes 
Viereck und EF sind konjugierte Punkte in Bezug auf Ä. 
Demnach bilden die Schnittpunkte von g mit allen Kegel- 
schnitten des Büschels eine Involution. Zusammenfassend: 

Bk Pole einer Geraden g in Beziig auf die Kegelschnitte 
eines Büschels mit vier Grundpunicten oder ohne Grundpunkte 
liegen auf einem Kegelschnitte S , dem PolarJcegeischnitte von g\ 
auf diesem liegen auch diejenigen Punkte, welche den Punkten 
von g bezüglich des Büschels konjugiert sind. 

Alle Kegelschnitte des Büschels schneiden eine Gerade g in 
den Punktpaaren einer Involution, — Die Punkipaare dieser 
Involution bestehen aus konjugierten Punkten bezüglich des Polar- 
kegelschnittes S von g. 

Da die Mittelpunkte der Kegelschnitte die Pole der un- 
endlich fernen Geraden ^« sind, so folgt auch noch: 

IHe Mittelpunkte aller Kegelschnitte eines Büschels mit vier 
Grundpunkten oder ohne Grundpunkte liegen auf einem Kegel- 
schnitte SD? . 

Die Involution, in welcher die Kegelschnitte eines Büschels 
eine Gerade schneiden, hat höchstens zwei Doppelpunkte, In 
ihnen berühren zwei Kegelschnitte die Gerade. Daraus aber folgt: 

Von allen Kegelschnitten eines Büschels berühren im All- 
ge^neinen zwei eine Gerade, 

448. Es bleibt zu untersuchen, ob in den besprochenen 
Kegelschnittbüscheln Kegelschnitte von allen drei Gattungen 
vorkommen. Zunächst ist leicht zu erkennen, dafs in den 
Kegelschnittbüscheln, deren Kegelschnitte dieselben Axen haben, 
Ellipsen und Hyperbeln, aber keine Parabeln vorkommen, weil 
M der Mittelpunkt eines jeden Kegelschnittes ist und im End- 
lichen liegt. 

Ist ein beliebiges Kegelschnittbüschel durch zwei Kegel- 
schnitte K^K^ konstituiert, so läfst sich eine harmonische 
Verwandtschaft herstellen, in welcher allen Kegelschnitten des 
Büschels solche ^^ßg ^^ denselben Axen verwandt sind. 
(Cf. 446.) S und l seien Centrum und Axe der Verwandt- 
schaft, g sei die Mittellinie beider^ also diejenige Gerade, 

MiLiKowsKi, Kegelschnitte. 22 
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welcher g^ verwandt ist. Die Eegeischnitte des yerwandten 
Büschels schneiden g in einer Involution; von dieser Täfst 
sich leicht erkennen^ ob sie Doppelpunkte hat oder nicht. Im 
ersten Falle sind ihnen auf g^ die Berührungspunkte der 
beiden einzigen im Büschel vorkommenden Parabeln verwandt 

Wenn die Gerade gj was leicht zu erkennen ist, alle 
Kegelschnitte des verwandten Büschels schneidet, so sind die 
Kegelschnitte des. ursprünglichen Büschels {K^K^ Hyperbeln, 
denn jedem Punkte von g ist ein Punkt auf g^ verwandt. 

Beschreibt man über jedem Punktpaare der auf g durch 
das Büschel (Äj^g) ausgeschnittenen Involution Kreise, so 
bilden diese ein Büschel; von allen Kreisen desselben geht 
einer durch S, es sei derjenige über dem Punktpaare \%i) 
in welchem g von Ä^ getroffen wird; die Tangenten in %^\ 
an Äi schneiden sich im Pole SÄj von g bezüglich Ä^. Ihm 
ist der Mittelpunkt M^ von K^ verwandt und den Geraden 
SRiSli und 3KiS5i sind zwei zu einander senkrechte Gerade in 
M^ verwandt, die den Geraden 8%^ und SSd^ parallel sind; 
der Kegslschnitt K^ ist also eine gleichseitige Hyperbel mit 
den zu S%^ und S^i parallelen Asymptoten. 

Sollte der Fall eintreten, dafs alle Kreise des vorhin 
konstruierten Kreisbüschels durch S gehen, so werden alle 
Kegelschnitte des Büschels (K^K^) gleichseitige Hyperbeln. 

449. Die auseinandergesetze Methode ergiebt nicht das 
Polarsy stein der Parabel; um gleichzeitig zu diesem zu ge- 
langen, mufs man dieselbe etwas abändern. 




*- 



Fig. 178. 

Zwei Gerade s und g kreuzen sich senkrecht in Äi auf 
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beiden seien Involutionen gegeben, deren [Centralpunkte M 
und A sein mögen. Der zu A involutorisch zugeordnete 
Punkt auf s sei A^. Es sei P ein beliebiger Punkt; man föUe 
PBA.S und schneide g mit A^P in 33, verbinde dann die 
beiden B und 83 involutorisch zugeordneten Punkte jB^ und 83^ 
durch die Gerade p und ordne P und p als Pol und Polare 
einander zu. Wie man von der Geraden p zu ihrem Pole P 
gelangt, ist sofort ersichtlich. 

Auf p nehme man beliebig den Punkt Q, falle QCJl.s, 
schneide § mit A^Q in (£, konstruiere den zu C involutorisch 
zugeordneten Punkt C^ und schneide ^ mit PC^^ in (Sj, so 
läfst sich zeigen, dafs @ und (S^ auf ^ involutorisch zugeordnet 
sind und dafs die Gerade (S@^i also die Polare q von Q ist. ~- 
Aus ähnlichen Dreiecken folgt: 

^®» = ^^^' ' ^^ = "^^A^ > »^«« 

^^^ £C\ . 4^ 

^g = ^^%^, C(2 = ^^^ und daher 

Durch Multiplikation 

Bezeichnet man nun die Potenzen der Involutionen auf s 

» 

und S. mit a^ und a*, so ist 

^S8 . ^»1 -= a« und 
J[f^ . MÄ^ = MB.MBi = MC.MC^ = a*. 
Aus den letzten Gleichungen folgen die Proportionen 

Jf ^ : MB = Jlf^i : MÄ^ 
MB : Jf C = MC^ : If B^ 
3f C : MA = Jlf ^1 : MCi 
und aus diesen durch leichte Umformung 

AB^ : A^B = MA : Jf5 

CAi : Ci^ = MC : Jf^^ 

22* 



340 § 28. Das Polarsystem. 

also durch Zusammensetzung 

AB^ . BC, .CA, = ÄiB. B^C . C^A, 

daher 

A{i.A^^ = a\ 

Es sind also ß und 6^ involutorisch zugeordnete Punkte und 
6(£i ist die Polare q von Q. Daraus aber ergiebt sich die 
Haupteigenschaft des Polarsystems: 

Durchläuft ein Funkt eine Gerade, so dreht sich seine Polare 
um den Pol der Geraden und umgekehrt. 

Die Polaren von vier Jiarmonischen Punkten sind harmo- 
nische Strahlen und die Pole von vier harmonischeti Strahlen 
sind harmonische Purikte. 

Wenn man die Konstruktion der Polare für einen Punkt 
von s vornimmt, so ergiebt sich, dafs die Polare desselben 
im involutorisch zugeordneten Punkte auf s senkrecht steht. 

Für die Punkte der Geraden g, welche in A^ auf s senk- 
recht steht, versagt die obige Konstruktion der Polare. Ist 
JJ ein Punkt von g, so lege man durch JR zwei Gerade l und T 
und konstruiere ihre Pole L und L', dann mufs der Pol von 
LL nach dem obigen Satze sowohl auf l als auf X liegen, 
also B sein; daher ist LL die Polare von B, Dieselbe mufs 
durch A gehen, da A der Pol von g ist. 

Um aufser den harmonischen Beziehungen auch die 
Brennpunktseigenschaften abzuleiten, nehme man noch an, 
dafs die Involutionen auf s und g die reellen Doppelpunkte 
SS^ und @©i haben und dafs AA^ mittelst der Proportion 

MS:MA== AA, : A® 

bestimmt seien. Schneidet nun die Gerade l die Geraden s 

und S in D^ und 3)i und sind D und 3) involutorisch zuge- 

MA^ AA * 
ordnet, so ist J.S) . J.2)i = ^©^ = ^'^g ^ 

_ MA* .AA^^ _ MA. AA ,^ 
~ MA . MA^ ~ MA^ 

Aus ähnlichen Dreiecken folgt 

DL ,A,B .AB, ^ MA . A A, 
A,D .A, D, MA, 
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Da aber MÄ . MÄ^ = MD . MB^, so folgt 

MAiMB =MD^:MÄ, 

und hieraus durch eine einfache Umformung 

AD :Ä^D^ = MA : MD^ 
ADi :AiD= MD^ : MA^, also 

AD.AD,:A^Di.A,D = MA : MA, 

und durch Substitution 

A^R . I>L = AA^ . AD oder 

A^E\AA^ = AD :DL. 

Aus dieser Proportion folgt die Ähnlichkeit der Dreiecke 
AA^B und ADL. Mithin steht AL senkrecht auf AR, 
Dies aber ist die fundamentale Eigenschaft von Brennpunkt 
und Leitlinie, aus welcher sich die übrigen leicht ergeben. 

450, Ein Polarsystem ist auch bestimmt durch zwei Invo- 
lutionen konjugierter Punkte und den Pol des Trägers der einen. 




Fig. 179. 

Auf den Geraden s und S seien die Involutionen kon- 
jugierter Punkte 8^82, Ä/Äg', . . . und @i@2? ®/®2'j • • • -5 ^^ 
seien So und ©o die dem Schnittpunkte So involutorisch zu- 
geordneten Punkte, und endlich sei T der Pol von 's. Man 
kann zunächst den Pol % von g konstruieren. Zu dem Zwecke 
lege man durch T eine beliebige Gerade, welche s und § in 
8^ und ©I schneidet; sind dann Äg und ©2 die involutorisch 
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zugeordneten Punkte^ so schneidet S^®^ die Gerade So@o im 
Pole % von S. — In der That ist ^2 ^^^ P^l von S^®! und 
da die Polare von ©^ durch ©^ gehen mufs, so ist 82^2 ^^^ 
Polare von @i; da aber auch So®o die Polare von S^ ist, 
so ist % der Pol von 3. 

Ist femer %i der Schnittpunkt von S^®^ mit 82^21 ^o 
sind die Schnittpunkte des Kemkegelschnittes mit 8^®^, falls 
solche reell vorhanden sind, harmonisch getrennt durch S^T 
und ©i^^i. — Man findet also beliebig viele Punkte des Kem- 
kegelschnittes K oder, wenn solche nicht reell vorhanden sind, 
auf einer Geraden die Involution konjugierter Punkte. 

Wenn T mit 80 zusammenfallt, so fällt 8^ mit 80 und 
daher £^2 mit iS^ zusammen, also % mit @o* Daher sind S^ 
und die sämtlichen Punkte von s wie von 3 Punkte des Kern- 
kegelschnittes; derselbe besteht in diesem Falle aus dem Ge- 
radenpaar (si)\ er heifse Ko. 

Durch zwei andere Punkte Tm und T«, die auf 8o®o so 
gewählt sein sollen, dafs sie T80 harmonisch trennen, sind 
zwei andere Polarsysteme Km und Kn bestimmt. 

Man verbinde einen Punkt P mit den Punkten T80 Tm Tn durch 
die Geraden ttotmtn- Es seien %m^n die Pole von § bezüg- 
lich KmKn'^ man verbinde auch P mit %®o%n^n durch die 
Geraden ttotmt». Die genannten Punkt- und Strahlengruppen 
sind, wie sich leicht ergiebt, harmonisch. 

Die Geraden ttotmtn schneiden s in vier harmonischen 
Punkten, deren involutorisch zugeordnete auch harmonische 
Punkte und die Pole von ttotmtn sind; diese Pole seien 
8So8m8n- In gleicher Weise findet man auf S als Pole von 
ttotmtn die harmonischen Punkte ®8o®m®n und daher als 
Polaren von P die Geraden Ä@, 8080, Sm®m) Sn®«, die 
sich in einem Punkte Q schneiden müssen, da die harmo- 
nischen Punktreihen den Punkt So gemein haben. 

Wenn Tm und Tn, unter der Bedingung T und So har- 
monisch zu trennen, die Geraden So @o durchlaufen, so erhält man 
neue Kegelschnitte Km und Kn, in Bezug auf welche die 
Polaren von P durch Q gehen. 

Alle diese Kegelschnitte haben vier gemeinschaftliche 
Punkte, die reellen oder imaginären Doppelpunkte der Invo- 
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lutionen auf s und ^. Besitzen beide Involutionen reelle 
Doppelpunkte, so haben alle Kegelschnitte vier reelle Schnitt- 
punkte; sonst haben sie zwei reelle und zwei imaginäre oder 
vier imaginäre Schnittpunkte. In allen drei Fällen bilden sie 
ein Eegelschnittbüschel, für dieses gilt der Satz: 

Die Polaren eines Punktes in Beztig auf die Kegelschnitte 
eines Büschels schneiden sich in einem Punkte. 

Aus ihm leitet man die übrigen Polareigenschaften des 
Kegelschnittbüschels leicht ab. Cf. 447. 

450 a. Ein Polarsystem ist durch fünf Punkte bestimmt 




Fig. 180. 

ABC DE seien fünf beliebige Punkte; man konstruiere 
das Diagonaldreieck PQB des vollständigen Vierecks AB CD, 
Durch P «iehe man die Gerade PE und bestimme auf ihr 
denjenigen Punkt F, welcher E von P und QB harmonisch 
trennt. Wegen der harmonischen Eigenschaften des voll- 
ständigen Vierseits müssen sich die Geraden CE und DF, 
sowie DE und CF in zwei Punkten 8 und T von QB schnei- 
den. Auf der letzteren Geraden konstruiere man nun die- 
jenigen Punkte M und N, welche sowohl die Strecke Qi2 als 
ST harmonisch trennen. Cf. Fig. 54. Seite 91. 

In gleicher Weise ziehe man i?i/ und bestimme auf dieser 
Geraden denjenigen Punkt J\, welcher E von B und PQ 
harmonisch trennt; dann müssen sich, wie aus den harmo- 



344 § 28. Das Polarsystem. 

uisclien Eigenschaften des vollständigen Yierseits folgt^ die 
Geraden BE und CFi sowie BF^ und CE in zwei Punkten 
Si und Tj von PQ schneiden. Wie vorhin bestimnoie man auf 
dieser Geraden diejenigen Punkte M^ und N^y welche PQ 
und S^T^ gleichzeitig harmonisch teilen. 

Die Geraden QR und PQ mögen mit m und m^ bezeich- 
net werden. 

Eine beliebige Gerade g schneide m in H und m^ in J5i; 
man mache MNHJ und M^N^H^J^ harmonisch, so dafs HJ 
sowie H^Ji zugeordnete Punkte sind, ziehe PJ und RJ^, so 
soll der Schnittpunkt G dieser beiden Geraden der Pol von g 
heifsen und umgekehrt g die Polare von G, 

Durch das vorher angegebene Verfahren gelangt man 
von jeder Geraden g zu ihrem Pole G. 

Umgekehrt findet man die Polare g eines Punktes G auf 
folgende Art. 

Man verbindet G mit P und mit JR und schneidet mit 
diesen Verbindungslinien ^JB in J", ^P in Ji, macht dann 
QEJH und QPJ^H^ harmonisch, so ist die Gerade HHj^ die 
Polare g von G. 

Auf dieser wähle man einen festen Punkt L. Wenn sich 
g um L dreht, so durchläuft G irgend eine gerade oder 
krumme Linie l, welche die Gerade PR in einem Punkte U 
schneiden mag. — Bei der Drehung gelangt g auch in die Lage 
LQ] es fallen hier die Punkte H und fl^ mit Q^ J mit J? 
und Ji mit P zusammen; der Schnittpunkt (r der Geraden 
PR und RP wird also unbestimmt; man findet ihn aber in 
dem Punkte Z7, dem Schnittpunkte von PR mit l. 

Sind nun g' g" zwei Gerade durch Z, welche eine be- 
liebige Gerade g harmonisch von LQ trennen, und QB in 
Jff'fl", QP in H;h;' schneiden, so sind HQE'H" und 
HiQH^ H^" je vier harmonische Punkte. Macht man 

QRH'jr, QRH''r, qPHij;, qpRi'j;' 

harmonisch, so dafs ITV, jEf"J", H^Jij H^'J^' zugeordnete 
Punkte sind, so sind auch 

jRj'r und j^pj;j;' 

je vier harmonische Punkte und die Strahlen P {JRJ'J') und 
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B {J^PJ^Jy') harmonische Strahlenbüschel. Diese haben den 
Strahl PJB gemeinsam, also liegen die Schnittpunkte 

L von Pe7und iJJi, L' von PJ' und BJ^, L" von PJ" und BJ^' 

auf einer Geraden. Diese Gerade geht durch den festen Punkt 
U auf BB und bleibt, wenn man g festhält, dieselbe, wie 
man auch g und g" wählen mag, wofern diese Geraden nur 
g und LQ harmonisch trennen, da sie stets durch 6r, den Pol 
von g geht. 

Demnach liegen die Pole aller Geraden durch einen Punkt 
L auf einer Geraden l und die Polaren aller Punkte einer Ge- 
raden l schneiden sich in einem Punkte L. 

Es läfst sich nachweisen, dafs L und l Pol und Polare sind. 

Wenn g sich um L dreht, so kommt es auch in die 
Lagen LP und LB. Die erste Gerade LP schneide m in ^ 
und % in P; man mache MN^^ harmonisch. Dann ist der 
Schnittpunkt von P3 mit QB der Pol von LP\ da derselbe 
auf l liegen mufs, so ist 3 der Schnittpunkt von QB mit l 

In gleicher Weise findet man den Pol 3i von LB als 
Schnittpunkt von QP mit l. 

Um aber die Polare von L zu konstruieren, mufs man 
L mit P und B verbinden, die Schnittpunkte Jp mit m und 
§1 mit m^ bestimmen, die Punktreihen MN^^ und M^N^^^^^^ 
harmonisch machen, so dafs § 3 und ^j 3i zugeordnete Punkte 
sind , und endlich 3 mi* 3i verbinden. Diese Verbindungs- 
gerade ist die Polare von L und fällt demnach mit l zu- 
sammen. Der vorige Satz nimmt mithin die genauere 
Fassung an: 

Die Pole edler Geraden durch einen Punkt liegen auf der 
Polare des Punktes und 

Die Polaren aller Punkte einer Geraden schneiden sich im 
Pol der Geraden. 

Von besonderem Interesse ist es, solche Punkte auf- 
zusuchen, die auf ihren Polaren liegen. 

Zunächst weifs man, dafs die Punkte MNM^Ni diese 
Eigenschaft besitzen. Denn um die Polare von M zu be- 
stimmen, mufs man M mit P und B verbinden, darauf m und 
m^ mit MP und Mli schneiden, die Schnittpunkte sind M 
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und Q, zu diesen bezüglich 'MN und MiN^ die zugeordneten 
harmonischen M und P suchen und M mit P verbinden. 

Durch M lege man beliebig die Gerade s und wähle auf 
ihr den Punkt X, dessen Polare x die Gerade s in X^ schneiden 
mag. Es mufs dann nach dem obigen Satze die Polare x^ 
von Xj durch X gehen. Ist nun JlT der zu M bezüglich 
XX^ zugeordnete harmonische Punkt, m seine Polare, so 
müssen die vier Polaren MP, m\ x, x^ der vier harmonischen 
Punkte M, M\ X, X^.vier harmonische Strahlen sein, wie 
sich unmittelbar aus der Konstruktion von Pol and Polare 
folgern läfst. Da aber MP durch üf, x durch Xj, x^ durch X 
geht, so mufs m durch M' gehen und es ist JT ein solcher 
Punkt von 5, der auf seiner Polare liegt. 

Es kann aber auf s keinen dritten Punkt von dieser 
Eigenschaft geben. Denn wäre etwa M'' ein solcher und m" 
seine Polare: wären MM' M" Y harmonisch, so müssten auch 
die Polaren MP, mm'y harmonisch sein und da 3fP, m 
und m" durch ihre Pole M, M' und M" gehen, [so müsste 
auch Y auf seiner Polare y liegen. 

Somit erfüllen alle Punkte, welche auf ihren Polaren 
liegen, eine Kurve Ä II. 0. Sind 00^ zwei ganz beliebige solche 
Punkte, Z ein Punkt von 00^, seine Polare, welche 00^ in 
Z^ schneidet, so mufs die Polare z^ von Z^ durch Z gehen. 
Sind OCf ZZ^ harmonisch, so sind auch ihre Polaren oozz^ 
harmonisch. Da o durch 0, z durch Z^, z^ durch Z geht, so 
mufs durch den vierten harmonischen, dem Punkte he- 
züglich Z und Z^ zugeordneten Punkt, also durch 0^ gehen 
und es mufs also 0^ mit Cf zusammenfallen. Daraus aber folgt: 

Jede Sehne der Kurve Ä mrd durch einen ihrer Punkte und 
seine Polare harmonisch geteilt 

Hieraus aber läfst sich zeigen, dafs ^ ein Ke'gelschnitt^ ist. 
Fig. 181. Die Polare eines Punktes G läfst sich mit Hilfe der eben 

entwickelten Eigenschaften nun auch in folgender Weise kon- 
struieren. Es mögen die Tangenten a durch A und h durch B 
die Gerade PQ in 31 und 33 treffen; man schneide AB mit 
%G m%, BG mit ^G in SSj, mache AD%A, und BG^^B, 
harmonisch, so dafs ^lA^^ und S3iJ5i harmonisch sind, so ist 
A^B^ die Polare von G. 
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Denn A^ ist der Pol von 31 6r, weil es erstens auf der Polare 
AD von Sl liegt und weil zweitens AD^^A^ harmonische 

Punkte sind. Da auch 
J9i der Pol von 85 ö ist, 
so mufs A^B^ die Po- 
lare von G sein. 

Durch die Punkte 
AB CD und die Tan- 
gente a in ^ ist der 
Kegelschnitt Ä be- 
stimmt. Läfst man 
die Tangente a mit 
der Geraden AR zusammenfallen, so degeneriert ^ in das 
Geradenpaar (AR, BR). Dreht sich a um Ay so durchläuft 
Ä ein Büschel von Kegelschnitten mit den Grundpunkten 
ABCD. 

Will man die Polare von G bezüglich des Geradenpaares 
{ABj BR) bestimmen, so fallen zunächst die Punkte 51 und 83 
mit den Punkten 5) und K zusammen, in denen PQ die Ge- 
raden AR und BR trifft, also vereinigen sich A^ und B^ in 
R und die Polare von G geht durch R und mufs G von AR 
und BR wegen des letzten Satzes harmonisch trennen. Es 
seien g und g die Polaren von G bezüglich Ä und (AR^BR). 
Sind a und a" zwei solche Gerade durch A, welche a 
und AR harmonisch trennen, so bestimmen sie als Tangenten 
zwei Kegelschnitte ^ und Ä" des Büschels und eö sind 

3lS)2l'3l", 2li®2i;2l/', A,RA,'A,'' sowie 

83683'a3", a3iea5/85r, b.rb^b;' 

je vier harmonische Punkte. Die Verbindungslinien 

Ä,B„ A,'B,', A,"B," 

sind die Polaren von G in Bezug auf die Kegelschnitte Sf, 
Ä', ^" und müssen sich, da die harmonischen Punktreihen 
den Punkt R gemeinschaftlich haben, in einem Punkte ® 
schneiden. Durch diesen Punkt mufs auch die Polare von G 
in Bezug auf das Geradenpaar (AR, BR) gehen. 

Letzteres ergiebt sich aus folgender Überlegung. 

Wenn auf jeder der Geraden m und m^ vier harmonische 
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Punkte liegen^ so sind die vier Verbindungslinien derselben 
Tangenten eines Kegelschnittes^ der auch m und m^^ berührt. 
Degeneriert dieser Kegelschnitt in ein Punktpaar Q® und 
gehen drei von den yier Tangenten durch @, so mufs auch 
die vierte hindurchgehen. Im vorliegenden Falle liefse sich 
überdies noch nachweisen, dafs die Polare von G in Bezug 
auf das Geradenpaar (AR, BR) die einzige Tangente von G 
durch & sein mufs^ dafs also die Polare für keinen anderen 
Kegelschnitt durch & gehen kann. 

Man kann jedoch auch auf folgendem Wege zum Beweise 
gelangen. 

Man wähle die drei Geradenpaare 

(AB, CD), (AC, BD\ (AD, BC) 

als Kegelschnitte aus dem Büschel, mache AB, AG, AD, a 
harmonisch, so dafs AD und a zugeordnet sind; es soll K 
der Kegelschnitt des Büschels sein, welcher a berührt. Dann 
findet man wie vorhin, dafs die Polaren von G in Bezug auf 

(AB, CD), (AG, BD), K 

sich in einem Punkte & schneiden. 

Bei der Konstruktion hatten die Punkte P und Q eine 
von R verschiedene Rolle; man kann jedoch zwei derselben 
mit einander vertauschen und wenn man dann von neuem die 

» 

Konstruktion durchführt, so findet man, dafs die Polaren von 
G in Bezug auf 

(AB, CD), (AD, BC), K 

oder (AG, BD), (AD, BC), K 

sich in einem Punkte @J treffen. Daraus, folgt zunächst der 
schon früher bewiesene Satz: 

Die Polaren eines Punktes in Bemg auf die drei Geraden- 
paare eines Büschels schneiden sich in einem Punkte. 

Ist nun a eine feste Gerade durch A, so bestimmt sie 
einen Kegelschnitt Ä^' des Büschels. Man mache 

AB, a, AG, a und AB, d, AD, d[' 

harmonisch, so dafs AG nnd d', sowie AD und a"' zugeord- 
net sind. Durch a ' und a " als Tangenten sind zwei Kegel- 
schnitte K" und K'" bestimmt. Wiederholt man jetzt die 



§ 28. Das Polarayatem. 349 

firühere Konstruktion^ so ergiebt sich^ dafs sich die Polaren von 
G bezüglich 

K\ {AG, BD), K" und auch K\ {AD, BC), K'" 

in einem Punkte schneiden. Durch diesen aber mufs nach 
dem letzten Satze auch die Polare in Bezug auf {AB, CD) 
gehen^ so dafs also ohne Einschränkung bewiesen ist: 

Die Polaren eines Punktes in Bezug auf die Kegelschnitte 
eiiies Büschels schneiden sich in einem Punkte. 

Yon diesem Satze ausgehend gelangt man^ wie schon 
früher gezeigt^ zu den hauptsächlichsten Eigenschaften des 
Eegelschnittbüschels. Um diese unmittelbar aus der Eon- 
straktion von Pol und Polare abzuleiten^ mufs man zunächst 
einen Hilfssatz beweisen. 

„Sind O^O^O^O^ die Mittelpunkte von vier Kreisen eines 
Büschels mit den Grundpunkten A und JB, sind die Tangenten 
a^a^a^a^ in A vier harmonische Strahlen, so sind auch die 
Polaren eines beliebigen Punktes P in Bezug auf die vier 
Kreise vier harmonische Strahlen." 

Die Radien AO^, -^^2, AO^, ^0^, stehen auf vier har- 
monischen Strahlen senkrecht und sind daher selbst harmo- 
nisch; also sind O^O^O^O^, sowie die Strahlen P{0^0^0^0^ 
harmonisch und da die Polaren von P auf letzteren senkrecht 
stehen^ so sind es auch diese. 

Aus diesem Satze aber folgert man weiter: 

Sind A^A^A^A^ vier harmonische Punkte, ist A irgend 
ein fester Punkt derselben Geraden, sind 

M^N,, M,N,, M,N,, M,N, 

vier Punktpaare einer Involution, welche bezüglich 

A.^^, jolA-^j ^^3, Jx A.^ 

harmonisch trennen, so sind auch die vier Punkte B^B^B^B^y 
welche einen festen Punkt B derselben Geraden von jenen 
involutorischen Punktpaaren harmonisch trennen, harmonische 
Punkte. 

In Bezug auf einen Kegelschnitt K des Büschels wurde 
der Pol von g gefunden, indem man m und m^ (Fig. 180.) 
mit g in H und H^ schnitt, MNJH und M^^N^J^H^ harmo- 
nisch machte und PJ mit iJeTj in G zum Durchschnitt brachte. 
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Man denke sich nun in Ä vier harmonische Gerade 
ad a d" j so sind durch sie als Tangenten vier Kegelschnitte 
KK' K" K!" bestimmt. Wegen des oben bewiesenen Hilfs- 
sataes sind dann auch JJ'J"J''' und JiJ^^i' Ji" harmo- 
nisch und daher auch PiJJ'tT'J'") und JR {Ji*fT^i' ^i")) 
folglich liegen die vier Pole Gff &'G'" mit den Punkten P 
und B auf einem Kegelschnitte. (188.) 

Dieselbe Rolle, wie den Punkten P und R bei der Kon- 
struktion des Poles von g kann man den Punkten P und Q 
zugestehen und daraus schliefst man sofort, dafs auch Q auf 
dem Kegelschnitte liegt. 

Hält man a und d fest, wählt aber zwei andere Gerade 
al' al" y welche jene harmonisch trennen, so bestimmen sie 
zwei andere Kegelschnitte des Büschels, in Bezug auf welche 
die Pole Gy Gl" sein mögen. Diese müssen dann mit 
GG'PQB auf einem Kegelschnitte liegen, der mit dem ersten 
zusammenfällt und somit folgt: 

Die Pole einer Geraden in Bezug auf die 'Kegelschnüte 
eines Büschels liegen auf einem Kegelschnitte. 

Dieser schneidet g im Allgemeinen in zwei Punkten, 
diese sind daher Pole von g in Bezug auf solche Kegelschnitte^ 
welche g berühren; daher: 

In einem Kegelschnittbüschel giebt es im Allgemeinen zwei 
Kegelschnitte^ welche eine Gerade berühren. 

Aus den entwickelten Polareigenschaften ergiebt sich wie 
schon früher gezeigt, (414.) die Haupteigenschaft des Büschels 
jede Gerade in einer Involution zu schneiden. Die letztere 
löst folgende Aufgaben: 

I. Von zwei Kegelschnitten kennt man drei Schnittgmkte 
und noch je zwei Punkte; man soll den vierten Schnittpunkt be- 
stimmen. 

Es seien ABC die drei bekannten Schnittpunkte der 
Kegelschnitte K und K^*^ vom ersten kenne man noch die 
Punkte E und Fy vom zweiten E^ und J?\; man soll den 
vierten Schnittpunkt bestimmen. 

Auf einer beliebigen Geraden g z. B. EE^ bestimme man 
die Schnittpunkte @ und S^ mit K und K^\ dann sind E^ 
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und Ei^i zwei Punktpaare der Involution, in welcher g von 
den Kegelschnitten des Büschels geschnitten wird. Zu diesen 
Kegelschnitten gehören die Geradenpaare 

{AB, CD) und (ÄC, BD). 

Wenn AB und AC die Gerade g in C^ und 5^ "schneiden 
und ßi und 83^ die den Schnittpunkten involutorisch zugeord- 
neten Punkte sind, so treffen sich die Geraden 

CKi und 593, in D. 

II. Von zwei Kegelschnitten "kennt man mei SdinittpunJcte 
und noch je drei Punkte; man soll die beiden anderen Schnitt- 
pmkte konstruieren. 

Die gegebenen Schnittpunkte seien A und B, die ge- 
suchten C und D\ die aufserdem bekannten Punkte der Kegel- 
schnitte K und K^ seien EFG und E^F^G^, 

Man bestimme auf EE^ und FF^ die Schnittpunkte ® 
und ©1 sowie 5 und S,; die Punktpaare JE® und ^i®i, 
sowie JP5 ^^^ -^iSi gehören den Involutionen an, in denen 
die Geraden EE^ und FF^ durch die Kegelschnitte des 
Büschels {KK^ getroffen werden. 

Die Gerade AB schneide EE^ in C, und J^'jP, in C/; sind 
(Si und ^^ die diesen Punkten involutorisch zugeordneten 
Punkte, so ist ^^^^ eine gemeinschaftliche Sekante beider 
Kegelschnitte. Sie trifft die Kegelschnitte in den gesuchten 
gemeinschaftlichen Punkten. 



Vierter Abschnitt. 

§ 29. 
Die projektivisohen Gebilde. 

451. Alle Punkte einer Geraden bilden eine Punktreäie, 
alle Strahlen eines Punktes ein Strahlenbüschel. Punktreihe 
und Strahlenbüschel sind die Grundgebüde, Die Punkte und 
Strahlen heifsen die Elemente des G^ildes. 

452. Wenn ein Punkt eine Punktreihe durchläufb und 
man denkt ihn in jeder seiner Lagen mit zwei festen Punkten 
8 und Si verbunden, so entstehen in S und S^ zwei Strahlen- 
büschel; die in einer bestimmten Beziehung sich befinden. 
Ordnet man je zwei Strahlen der beiden Büschel, die in einem 
Punkte der Punktreihe sich trefifen, als entsprechende oder 
homologe einander zu, so läfst sich die Beziehung dahin 
charakterisieren, dafs der gemeinsame Strahl sich selbst 
entspricht und dafs irgend vier harmonischen Strahlen des 
einen Büschels vier harmonische des anderen entsprechen. 
Verschiebt man die beiden Büschel in der Ebene, so ändert 
sich zwar die durch das harmonische Entsprechen ausgedrückte 
Beziehung nicht, aber der gemeinsame Strahl entspricht sich 
im Allgemeinen nicht mehr selbst. 

Wenn ein Strahl ein Strahlenbüschel durchläuft und man 
denkt ihn in jeder seiner Lagen von zwei festen Geraden s 
und Sj^ geschnitten, so entstehen auf s und s^ zwei Punktreihen, 
die in einer bestimmten Beziehung sich befinden. Ordnet man 
je zwei Punkte der beiden Punktreihen, welche auf einem 
Strahle des Büschels liegen, als entsprecJiende oder homologe 
einander zu, so läfst sich die Beziehung dahin charakterisieren, 
dafs der gemeinsame Punkt sich selbst entspricht und dafs 
irgend vier harmonischen Punkten der einen Reihe vier har- 
monische der anderen entsprechen. Verschiebt i^an die beiden 
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Punktreihen in der Ebene, so ändert sieh zwar die durch das 
»harmonische Entsprechen ausgedrückte Beziehung nichts aber 
der gemeinsame Punkt entspricht sich im Allgemeinen nicht 
mehr selbst. 

453. Zwischen gleichartigen Gebilden läfst sich demnach 
eine solche Beziehung herstellen, dafs jedem Elemente des einen 
ein bestimmtes des anderen und diesem wieder jenes erste 
entspricht und dafs ferner irgend vier harmonischen Elementen 
des einen vier harmonische des anderen entsprechen. Solche 
Gebilde heifsen jprojekHvisch. 

454. Aus dieser Definition folgt: Sind zwei Oemde zu 
einem dritten projektivisch^ so sind sie seihst prqjektivisch. 

Man bezeichnet die Punktreihe ABC . , . auf 5 mit 
s(AJBC . . .), das Strahlenbüschel aic ... in S mit S(ahc . . .). 
Das Zeichen der Projektivität ist J\. 

455. Fundamentalsatz: sl, Haben zwei prqjeMivische Strahlen- 
büschel denselben Scheitel und fallen drei Paar entsprechende 
Strahlen zusammen , so sind sie identisch. 

Es seien S(abcd . . .) nnd S^a^bj^c^d^ . . .) die projektivischen 
Büschel und es fallen aa^ bb^, cc^ zusammen. Sind abcp 
und a^b^c^p^ harmonisch, so sind p und p^^ entsprechende 
Strahlen, welche zusammenfallen müssen. Zum Strahle p ziehe 
man eine Parallele s, welche die projektivischen Büschel in 
den projektivischen Punktreihen ABCP , . . und A^Bj^C^Pi , . . 
schneidet. In diesen Punktreihen fallen die entsprechenden 
Punkte AA^f ^^d C'Ci, PP^^ zusammen. Da s ||p ist, so liegt 
P im Unendlichen und C in der Mitte von AB (4b. 5a.). Sind 
ACPÄ und BCPB" harmonisch, so entsprechen auch A' und 
B' sich selbst. Sie sind die Mitten von J.C und J5 (7. Halbiert 
man die Hälften von AG und BC und weiter die dann er- 
haltenen Teile u. s. f. in inf., so müssen alle Teilpunkte sich 
selbst entsprechen und die ganze Strecke AB kontinuierlich 
erfüllen, da nach unendlich oft wiederholter Teilung die zu 
halbierende Strecke unendlich klein wird, also mit ihrer Mitte 
zusammenfällt. Da aber jeder Punkt aufserhalb AB von einem 
auf AB liegenden durch A und B harmonisch getrennt wird, 
so müssen auch alle aufserhalb AB liegenden Punkte sich 
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selbst entsprechen. Daraus aber folgt, dafs auch alle Strahlen 
der beiden Büschel in S sich, selbst entsprechen. 

b. Liegen zwei projektwische Punktreihen auf derselben Ge- 
raden und fallen drei Paar entsprechende Punkte zusammen, so 
sind die Punktreihen identisch. 

Man yerbindet dieselben mit einem Punkte 8 und erhält 
zwei projektivische Strahlenbüschel, in denen drei Paar ent- 
sprechende Strahlen zusammenfallen. Daher sind diese Büschel 
und folglich auch die Punktreihen identisch. 

4^. a. Entspricht der gemeinschaftliche Strahl zweier pro- 
jäctiviscken Strahlenbüschel S und S^ sich selbst^ so liegen die 
Schnittpunkte aüer entsprechenden Strahlen auf einer Geraden. 
Die projektivischen Büschel sind in perspektivischer Lage, 

Die entsprechenden Strahlen aa^ und hh^ schneiden sich 
in A und JB; die Gerade AB oder s wird von den projektivi- 
schen Büscheln in projektivischen Punktreihen geschnitten. 
Diese haben drei Punkte entsprechend gemein, nämlich J., B 
und den Schnittpunkt mit SS^y also sind sie (455b.) identisch 
und je zwei entsprechende Strahlen der Büschel S und S^ 
schneiden sich auf s, 

b. Entspricht der gemeinsame Punkt zweier prqjektivischefi 
Punktreihen s und s^ sich selbst, so schneiden sich die Verbin- 
dungslinien entsprechender Punkte in einem Punkte. Die pro- 
jektivischen Punktreihen sind in perspektivischer Lage. 

Die Geraden a und 6, welche die entsprechenden Punkte 
AA^ und BB^ verbinden, schneiden sich in S. Diesen Punkt 
denke man sich mit den projektivischen Punktreihen s und s^ 
verbunden; dadurch entstehen in S zwei projektivische Strahlen- 
büschel, welche drei entsprechend gemeinsame Strahlen be- 
sitzen, nämlich a, b und die Verbindungsgerade von S mit 
dem Schnittpunkte von s und s^. Daher sind die Büschel 
identisch und jeder Strahl geht durch entsprechende Punkte 
auf s und s^. 

457. Von zwei projektivischen Gebilden kennt man drei 
Paar homologe Elemente; man soll zu einem Elemente des ersten 
Gebildes das homologe des anderen konstruieren. 

L Fall. Die Gebilde haben verschiedene Träger. 
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Fig. 182. 



a. In den Strahlenbüscheln S und S^ seien «%, &6i, cc^ 

entsprechende Strahlen. Durch 
den Schnittpunkt Ä von a und 
a^ lege man die Geraden s und 
Si] schneide s durch h und c 
in B und C, s^ durch 6^ und 
Ci in J5i und C^, ziehe BC und 
.BiCi bis zum Durchschnitte in 
P. Mit dem Strahle d von S 
schneide man s in D, schneide 
«1 mit PD in D^, so ist S^D^ 
der dem Strahle d homologe 

Strahl d^. (456 b. 453). 

b. In den Punktreihen s und s^ seien -4.J.1, SJBi, CC^ 
entsprechende Punkte. Auf der Yerbindungsgeraden a von 

A und Äj^ nehme man die 
Punkte S und S^ , verbinde 
S mit jB und C durch die 
Strahlen 6 und c, S^ mit jB^ 
und Gl durch ftj und c^, und 
verbinde den Schnittpunkt 
von h und 1^^ mit dem- 
jenigen von c und c^ durch 
die Gerade p. Den Punkt 
D verbinde man mit S 
durch dy verbinde S^ mit dem Schnittpunkte pd durch d^ und 
schneide mit d^ die Gerade s^ in dem zu D homologen Punkte 

A. (456 a. 453.). 

IL Fall. Die Gebilde haben 

denselben Träger. 

a. In 8 seien zwei projek- 
tivische Strahlenbüschel; aa^, 
6&1, cCi seien entsprechende Strah- 
len. Durch S lege man einen 
Kreis K, und schneide ihn mit 
ahcinABC, mit a^b^Cj^ in A^Bfi^y 
bestimme die Durchschnitte /3, 

y von AB^ und AiBy AG^ und 
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Fig. 183. 




Fig. 181. 
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Ä^C, ziehe ßy. Ein veränderlicher Strahl d von S schneide 
K in 2); A^D treffe ßy in *, Ad treffe K in D^, dann ist SD^ 
der zu (7 homologe Strahl d^, 

Ist a der Schnittpunkt von AA^ mit /Jy, so ist A{aßyd .,.) 
A A(«/3y* . . .) oder ^(^iJBiCiDJ A A^{ABCD . . .), also 
wegen Gleichheit der Peripherie winkel auch S{ABGD . . .) 
7\ 8{A^B^G^D, . . .). 

a'. Die Gerade ßy hat mit K zwei reelle oder imaginäre 
Schnittpunkte M und ^. Die Strahlen SM und /S^ sind sich 
selbst entsprechende. Sie heifsen die Doppelstrahlen. 

Wenn man statt AA^^ irgend zwei entsprechende Punkte 
XX^ wählt^ so erhält man doch stets als perspektivischen 
Durchschnitt die Gerade ßy (455.). Die Doppelstrahlen können 
auch zusammenf allen; wenn ßy den Ereis berührt. 

b. Aufs seien AA^, BB^, CC^ drei Paar homologe Punkte 
zweier projektivischen Punktreihen. Um zu einem Punkte I) 
den homologen D^ zu finden; verbinde man ABCA^B^G^ 
mit einem Punkte S, konstruiere nach a. zu dem Strahle SB 
den homologen, so schneidet er 5 in D^. 

b'. In gleicher Weise findet man die reellen oder ima- 
ginären Doppelpunkte der beiden projektivischen Punktreihen, 
d. h. diejenigen beiden Punkte, in denen homologe Punkte 
sich vereinigen. Auch diese können in einen Punkt zusammen- 
fallen. 

458. Die Paare AA^j BB^, CC^,... von konjugierten 
Punkten auf einer Geraden g bezüglich eines Kreises bilden 
(36 a.^ eine Involution. Da aber die konjugierten Punkte zu 
vier harmonischen Punkten auch harmonische Punkte sind (20), 
so ist (453) die Reihe der Punkte ABC . . . projektivisch mit 
derjenigen der konjugierten Punkte A^B^Ci . . , Jeden Punkt 
von g kann man sowohl der einen als der anderen Reihe zu- 
weisen; ihm entspricht stets derselbe Punkt. Daraus folgt; 

a. Eine Punktinvolution besteht aus zwei prqjektivisckn 
Punktreihen in solcher Lage, dafs jedem Funkte ein anderer 
doppelt entspricht. 

b. Eine Strahleninvolution besteht aus ztoei projektivischen 
Strahlenbüscheln in solcher Lage, dafs jedem Strahle ein anderer 
doppelt entspricht. (454. 458). 
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Diese Lage projektivischer Gebilde heifst daher die invo- 
lutorische Lage. 

c. Jede Strahleninvolution mrd von irgend einer Geraden 
in einer Pimktinvolution geschnitten. (454). 

459. Zwei projektivische Gebilde auf demselben Träger be- 
finden sich in involutorischer Lage^ wenn irgend einem Elemente 
ein anderes doppelt entspricht. 

a. Die konzentrischen Büschel /^(aai 6c...) und Sia^ab^c...) 
seien projektivisch; dem Strahle a entspreche a^ doppelt. Man 
lege durch S einen Kreis K, welcher von den Strahlen 
aa^bc . .\c^ . . in AA^BC . . B^G^ . . geschnitten wird. Aus 
Gleichheit der Peripheriewinkel und aus 454. folgt, dafs 
JB^iAA^BG . . .) 7\ B^A^AB^Gi . . .) ist. Da der gemeinsame 
Strahl BBi sich selbst entspricht, so sind die Büschel in per- 
spektivischer Lage (456). Der perspektivische Durchschnitt seip. 
Der perspektivische Durchschnitt der Büschel G^^AA^BG . . .) 
und G{A^AB^G^...) mufs aus den in 457. angegebenen 
Gründen auch p sein. Nennt man die Schnittpunkte von 
AB und A^B^j AB^ und A^B, -4(7 und A^G^, AG^ und J-^C,... 
ßy ßij Vj 719 '- • SO folgt aus den Eigenschaften des vollstän- 
digen Vierseits, dafs ßß^, yyi»«-- Paare konjugierter Punkte 
in Bezug auf den Kreis K sind (15.). Daher entspricht in 
den projektivischen Punktreihen (ßy . . .) und (/S^yi . . .) und 
also auch in den projektivischen Strahlenbüscheln A{ßy . . .) 
und A{ß^y^ . . .) und endlich in den projektivischen Büscheln 
S(BG..,) und S(jBi(7i...) jedem Elemente ein anderes doppelt; 
also sind diese Büschel in involutorischer Lage. 

b. Aus dem vorigen Beweise folgt noch, dafs die Geraden 
AA^j BBi, GG^, . . . sich im Pole P von p schneiden müssen, 
wodurch ein neuer Beweis von 40a. gegeben ist. 

c. Sind die projektivischen Gebilde Punktreihen, so pro- 
jiziere man sie aus einem Punkte S und wende den Beweis 
in a. an. 

460. Der Kegelschnitt als Erzeugnis projektivischer Strahlen- 
büschd. 

Es seien S{abcd . . .) und 8i{a^\c^d^ . . .) zwei projektivi- 
sche Strahlenbüschel; der Ort des Schnittpunktes entsprechen- 
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der Strahlen ist eine kontinuierliche krumme Linie ^ Kurve, 
welche mit einer Geraden g höchstens zwei Punkte gemeinsam 

hat. Denn diese Gerade wird 
von den projektivischenStrah- 
lenbüscheln in zwei projek- 
tivischen Punktreihen ge- 
schnitten; die Doppelpunkte 
beider sind die Schnittpunkte 
von g mit der Kurve. Diese 
nennt man daher von der 
IL Ordnung. Da dem ge- 
meinsamen Strahle SS^ so- 
wohl im Büschel (ß) als im 
^*«f- '*'• Büschel (Si) ein Strahl ent- 

spricht, so sind S und S^ Punkte der Kurve. 

Jeder Strahl durch S oder S^ hat aufser 8 oder 8^ noch 
einen zweiten Punkt mit der Kurve gemein, den Schnittpunkt 
mit dem entsprechendein Strahle. Bei denjenigen Strahlen, 
welche dem gemeinsamen Strahle 88^ entsprechen, fallt dieser 
zweite Schnittpunkt mit 8 oder 8^ zusammen. Diese Strahlen 
haben also mit der Kurve nur je den Punkt 8 oder 8^ gemein; 
sie heifsen Tangenten der Kurve IL 0, 

Die Schnittpunkte von aa^, 6&i, cq, dd^, . . . seien Ä, B, 
C, D, . . . Man ziehe AB und ÄC und schneide diese Geraden 
mit den Strahlen der Büschel in J.5655 . . . und J.S3i(75)i..., 
so sind diese Punktreihen projektivisch und in perspektivischer 
Lage, also schneiden sich die Verbindungslinien homologer 
Punkte, -BS3i ^Gj ®3)i,... in einem Punkte P. 

Man denke sich nun in der Figur die fünf Punkte 88^3 CD 
fest, aber A beweglich auf der Kurve IL 0. Es drehen sich 
dabei die Geraden BA und CA utn die Punkte B und C, die 
Punkte 63) und S3iS)i verändern auf ihnen ihre Lage, aber 
die Gerade 2) ©^ geht stets durch P, weil dieser Punkt als 
Schnittpunkt der festen Geraden Ä^JB und 80 unverändert 
bleibt. Da sich also ®®i um den festen Punkt P dreht, so 
beschreiben SD und ©^ auf den festen Strahlen 8D und S^D 
perspektivische Punktreihen, also sind die von BA und CA 
beschriebenen Strahlenbüschel projektivisch, Sie erzeugen also 
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auch die Kurve und da B und C zwei ganz beliebige Punkte 
derselben sind^ so kann man den Satz aufstellen: 

Zwei prqjehtivische StraMenbüschel erzeugen eine Kurve ILX),^ 
welche von Jceiner Geraden in mehr als zwei Punkten geschnitten 
wird. Sie wird aus irgend zwei ihrer Funkte durch projektivische 
Strahlenbüschel projiziert. 

Daraus folgt, dafs es in jedem Punkte der Kurve IL 0. 
eine Tangente giebt. 

461. Pafst man die Punkte ABS^DSC als Ecken eines 
Sechsecks auf, so findet man, dafs die Schnittpunkte der 
Gegenseiten, 2) von AB und DS, P von BSi und CS, ©^ 
von DSi imd -40* in einer Geraden liegen. Dies aber ist der 
Pascarsche Lehrsatz: 

In jedem einer Kurve IL 0. eingeschriebenen Sechsecke liegen 
die Schnittpunkte der Gegenseiten in einer Geraden. 

462. Läfst man S^ mit B und S mit C zusammenfallen, 
so erhält man ein der Kurve eingeschriebenes Viereck ABDC, 




Fig. 186. 



* _ 

in welchem sich die Gegenseiten AB und CD in 2), JLC und 
J9D in ®i und die Tangenten in den Gegenecken B und C 
in einem Punkte P schneiden, der mit S) und ©^ in einer 
Geraden liegt. Somit folgt als spezieller Fall des PascaVschen 
Satzes: 
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In jedem einer Kurve II. 0. eingeschriebenm Viereißx liegen 
die SchnÜ^utdcte der Gegenseiten und der Tangenten in den Gegen- 
ecken auf einer Geraden. 

463. Mit Hilfe dieses Satze» ergeben sich ungemein ein- 
fach die PolareigenBchaften. 

Zieht man von einem Punkte A durch eine Kurve II. 0. 
K eine feste Sehne .50 und eine veränderliche !)£, so nehme 
man SßCE als eingeschriebenes Viereck. Dann schneiden 
sich die Gegenseiten BD und CE, 
BE und CD und die Tangenten 
in den Gegenecken B und C in drei 
Punkten F, G und H einer Geraden. 
y ^ Diese trifft BC und DE in zwei 

Punkten J und L, welche von A 
durch die Punkte BC reap, D£ har- 
monisch getrennt sind. Da also 
Jauf der festen Sehne BC ein fester 
Punkt ist, ebenso wie S, so ist die 
Gerade UJ unveränderlich bei der 
Drehung von DE um Ä. Man 
^* '"■ nennt A und HJ Fol und Fdare 

und hat sofort die Haupt eigen Schaft: 

Alle Funkte, welche einen Punkt A von einer Kurve II. 0. 

harmonisdi trenne, liegen auf einer Geraden a, der Folare von A. 

Auf dieser Geraden liegen, wie unmittelbar folgt, die 

Schnittpunkte der Tangenten, welche in den Endpunkten der 

durch A gezogenen Sehnen gelegt werden können. 

464. Wenn die Polare a eines Punktes A die Kurve 11. 0. 
schneidet, in M und N, so mQssen nach vorigem Satze AM 
und AN Tangenten an-dieselbe sein. 

Man hat demnach unter solchen Punkten zu unterscheiden, 
von denen sich Tangenten ziehen oder nicht ziehen lassen. Die 
ersten liegen im äufaeren Gebiete, die anderen im inneren; 
beide Gebiete sind durch die Kurve getrennt. 

Liegt ein Punkt L auf der Polare a von A im inneren 
Gebiete, so ist i^ von.il durch die Kurve harmonisch getrennt, 
also geht die Polare von L durch A. Liegt aber ein Punkt 
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H auf a im äufseren Gebiete, so ziehe man die Tangenten 
HB und HC durch Konstruktion der Polare h von H, Diese 
mufs wegen 463. durch A gehen, also so hat man den Satz: 

Durchläuft ein Punkt eine Gerade, so dreht sich seine Polare 
um den Pol der Geraden und umgekehrt 

465. Zwei Punkte heifsen konjugiert, wenn jeder auf der 
Polare des anderen liegt; zwei Strahlen heifsen konjugiert, 
wenn jeder durch den Pol* des anderen geht. Fig. 187. 

Es seien A und a Pol und Polare; ein Punkt F durch- 
laufe a, dann dreht sich seine Polare f um F. Um /* zu kon- 
struieren, ziehe man durch F die Sehne BD, dann ABC und 
ADE, BE und CD und endlich AG oder /. Wenn sich F 
auf a bewegt, so halte man den Punkt B und also auch C 
fest. Aus ihnen wird der veränderliche Punkt D durch zwei 
projekti vische Strahlenbüschel projiziert, deren homologe 
Strahlen sich in G schneiden. Die Punktreihen F . . , und 
G . . . stehen demnach in projektivischer Beziehung. Da die 
Polare f von F durch G geht, so mufs diejenige von G durch 
F gehen und jedem Punkte der Geraden a, ob man ihn zur 
Reihe F,,, oder 6r . . . rechnet, entspricht derselbe Punkt. 
Die Reihen sind also involutorisch. Die Punkte F und G sind 
aber konjugiert, denn jeder liegt auf der Polare des anderen, 
also folgt: 

D^ie Paare konjugierter Punkte einer Geraden bilden eine 
Involution 
und ebenso: 

Die Paare konjugierter Strahlen eines Punktes bilden eine 
Involution. 

Liegt von zwei konjugierten Strahlen der eine im äufseren 
Gebiete, so liegt sein Pol im inneren und der andere Strahl 
mufs daher die Kurve schneiden, also: 

Von zwei konjugierten Strahlen schneidet mindestens einer 
die Kurve IL 0, 

466. Der Pol der unendlich fernen Geraden g^ sei M] er 
halbiert jede durch ihn gehende Sehne (4b. 463) und heifst 
deshalb der Mittelpunkt der Kurve; die Sehnen durch ihn heifsen 
Durchmesser, Diese Durchmesser ordnen sieh paarweise zu 
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einer Involution; in derselben giebt es zwei senkrechte kon- 
jugierte Strahlen (40 c). Man nennt dieselben die Axen der 
Kurve. Die gröfsere derselben oder, falls nur eine die Kurve 
schneidet; die schneidende habe mit der Kurve die Punkte 
Ä und Ai gemein; sie heifst die Hauptaxe, die andere die 
NAenaoce. um M^ die Mitte von ÄA^y beschreibe man mit 
MA einen Kreis. Eine Tangente der Kurve schneide diesen 
Kreis in E und E^j die Hauptaxe in N, Der Punkt ^mufs 
für die Kurve II. 0, und den Kreis M dieselbe Polare haben, 




Fig. 188. 



welche im harmonischen Gegenpunkte JV^ von N bezuglich 
AA^ auf der Hauptaxe senkrecht steht. Sie schneide EE^ in 
Cr, dann sind EE^GN harmonisch (14). In E und JE^ er- 
richte man auf EE^ Senkrechte, welche die Hauptaxe in B 
und jBi treffen, dann ist MB = MBy, Macht man EF = EB, 
so mufs JB^JP durch G gehen (3.). Die Polare von B sei Z, dann 
sind EE^BK harmonisch, also auch N(EE^BK). Diese 
Strahlen schneiden den Durchmesser E^E^ in E^E^M und 
noch im Unendlichen, da ME^ = ME^ ist, also ist NK H E^E^^ 
In den harmonischen Punktreihen EE^NG und EE^KB ist 
der Punkt E gemeinsam, also schneiden sich E^E^, NK\mi. 
J3G in einem Punkte, folglich ist auch BG^NK^EiE^. 
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Zieht man JB, so sind E^E^LT harmonisch, demnach ist 
JP die Polare von L für den Kreis M und steht auf dem 
Durchmesser E^E^ senkrecht. 

Da der Punkt G der Schnittpunkt der Tangente EE^ mit 
der Polare von N ist, so ist er ein Punkt der Kurve, denn 
die Polare eines Punktes einer Tangente geht durch den Be- 
rührungspunkt. Die Polare von J in Bezug auf die Kurve 
ist BG (463. 464), also sind BG und JB «7 konjugierte Strahlen. 
Sie stehen auf einander senkrecht. In B sind noch BA und 
die Senkrechte zur Hauptaxe konjugierte Strahlen; es hat also 
die Involution konjugierter Strahlen in B zwei rechtwinklige 
Strahlenpaare und somit lauter solche Strahlenpaare. Dasselbe 
gilt vom Punkte B^. Man nennt B und B^ Brennpunkte der 
Kurve, ihre Polaren l und l^ Leitlinien, 

467. Es sei J ein ganz beliebiger Punkt der Leitlinie, 
so sind JB und die in B darauf errichtete Senkrechte i kon- 
jugierte Strahlen der Kurve, üeber BJ beschreibe man einen 
Kreis, welcher den Kreis Jf schneiden mufs. Einer der Schnitt- 
punkte sei Ey dann ist JE eine Tangente der Kurve und ihr 
Schnittpunkt G mit i der Berührungspunkt. Dies ist bewiesen, 
wenn man zeigt, iB,^^.NGEE^ harmonische Punkte sind. 

Sind EE^NX harmonisch, so müssen wieder NK, BX, 
E^E^ parallel sein und JB ist die Polare von L bezüglich 
des Kreises, also senkrecht auf E^E^ und also auch auf J?X, 
folglich fällt jBX mit BG zusammen, und EE^NG sind har- 
monisch. Somit liegt G auf der Polare von N bezüglich des 
Kreises Jl/ und der Kurve, denn der Punkt N hat für beide 
dieselbe Polare. Umgekehrt mufs also die Polare von G durch 
N und J gehen, also GJ selbst, d. h. eine Tangente der 
Kurve sein; der Berührungspunkt ist G. 

Zieht man B^G his F, so ist BE = FE, also ME \\ B^F 
und ME = ^B,F=i{B,G + BG). 

Aber ME = iÄAi, also 

B^G + BG = AA^, d. h. 

Die Kurve IL 0, ist der Ort eines Punktes, dessen Ent- 
fernungssumme (oder Entfernungsdifferenis) von 0wei festen Punk- 
ten konstant gleich der Hauptaxe ist 
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Hiermit ist die Identität der Kurve ü. 0. mit einem 
Kegelschnitte nachgewiesen; dies läfst sich auch noch auf 
folgende Art thun. 

468. Die Sehne DD^ der Kurve II. 0. K schneide die 
Leitlinie l in E\ man errichte die Senkrechte BF auf BE, 




Fig. 189. 



also die Polare von E, so sind DD^EF harmonisch, also 
(6c.) sind BE und BF die Halbierungslinien der von DB 
und D^B gebildeten Winkel, folglich verhält sich (7.) 

BD : BD^ = ED : ED^ = DH:D,H, 

oder DB : DH^ D^B : D^H^. 

Wenn sich DD^ um D dreht, so bleibt das erste Verhältnis 
konstant, also auch das zweite, d. h. 

Die Kurve IL 0, ist der Ort eines Punktes, dessen Abstände 
von einem festen Punkte und einer festen Geraden ein konstantes 
Verhältnis haben. 

469. Der Kegelscfmitt als Erzeugnis projektivischerPunktreiJien, 

Es seien s{ABCD . . .) und s^{A^B^C^D^ . . .) zwei pro- 
jektivische Punktreihen; der Ort der Verbindungsgeraden ent- 
sprechender Punkte ist eine kontinuierliche krumme Linie, 
Kurve, S, an welche von jedem Punkte Q nur zwei Verbin- 
dungslinien, Tangenten, sich ziehen lassen. Denn aus diesem 
Punkte werden die projektivischen Punktreihen durch zwei 
projektivische Strahlenbüschel projiziert, deren Doppelstrahlen 
die Tangenten durch G sind. Man nennt daher die Kurve 
von der IL Klasse. Da dem gemeinsamen Punkte ss^ sowohl 
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in der Punktreihe (s) als in der Beihe (s^) ein Punkt ent- 
spricht, so sind s und s^ auch Tangenten der Kurve Ä. 




Fig. 190. 

• Von jedem Punkte auf s oder s^ läfst sich aufser s oder 
Si noch eine zweite Tangente an die Kurve ziehen, die Ver- 
bindungslinie mit dem entsprechenden Punkte. Bei denjenigen 
Punkten, welche dem gemeinsamen Punkte ss^ entsprechen, 
fallt diese zweite Tangente mit s oder s^ zusammen. Von 
diesen Punkten läfst sich also an die Kurve nur je eine Tan- 
gente s oder s^ ziehen; sie heiken Berührungspunkte der Kurve 
II. Klasse. 

Die Verbindungslinien AA^y -B^u C'Ci, DDj^,,.. seien 
a, b, 0, df, . . . Man konstruiere die Schnittpunkte ab und ac 
und ziehe von ihnen noch den Punkten der Reihen die Strahlen 
a&cb... und ab^cb] . . ., so sind diese Strahlenbiischel pro- 
jektivisch und in perspektivischer Lage, also liegen die Schnitt- 
punkte homologer Strahlen auf einer Geraden p. 

Man denke sich nun in der Figur die fünf Geraden 
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sSibcd testy aber a beweglich auf der Kurve 11. Klasse, so 
dafs es stets Tangente bleibt. Dabei durchlaufen die Punkte 
ba und ca die Geraden b und c, die Geraden c, b und B^, bj 
gehen stets durch diese Punkte. Der Schnittpunkt bbj hegt 
dabei immer auf p, weil diese Gerade als Verbindungslinie 
der festen Punkte s^b und sc unyerändert bleibt. Da also der 
Punkt bbj die feste Gerade p durchläuft^ so beschreiben b und 
bi um die festen Punkte sd und s^d^ d. i. D und D^, projek- 
tiyische Strahlenbüschel, also sind die von den Punkten la 
und ca beschriebenen Punktreihen projektivisch. Sie erzeugen 
also auch die Kurve ^ und da b und c zwei ganz beliebige 
Tangenten waren ^ so folgt: 

470. Irgend zwei Tangenten einer Kurve IL Klasse 
werden durch die übrigen in projektivischen Punktreihen ge- 
schnitten. 

Sieht man die Tangenten abs, dsc als Seiten eines der 
Kurve umgeschriebenen Sechsseits an, so findet man^ dafs die 
Diagonalen b, p, b^ sich in einem Punkte schneiden. 

Der gröfseren Anschaulichkeit wegen werde das Sechs- 
seit als Sechseck J5 BiDj 2) CjP Bezeichnet; die Gegeneckenpaare 
sind E und D, B^ und C, F und D^. 

Es folgt also der Lehrsatz von Brianchon: 

In jedem einer Kurve IL Klasse umgeschriebenen Sechssdte 
schneiden sich die Verbindungslinien der Gegenecken in dnem 

m 

Punkte. 

471. Läfst man s^ mit b und s mit c zusammenfallen, so 

erhält man ein der Kurve 
umgeschriebenes Vierseit 
ab de, in welchem sich 
die Verbindungslinien der 
Gegenecken b von ab und 
cd, bj von ac und bd und 
die Verbindungslinie jp der 

Berührungspunkte auf l 
und c in einem Punkte 
schneiden. Somit folgt 
als specieller Fall des 




Fig. 191. 



vorigen Satzes: 
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In jedem einer Kurve IL Klasse umges€hrid>enen Vierseite 
schneiden sich die Diagonalen und die Verbindungslinien der 
Berührungspunkte auf den Gegenseiten in einem Punkte. 

472. Es sei a eine beliebige Gerade; von einem festen 
Punkte derselben ziehe man an eine Kurve IL Kl. K die 
Tangenten b und c und von einem veränderlichen Punkte die 
Tangenten d und e, so hat man ein umgeschriebenes Vier- 
seit bcde. In diesem schneiden sich die Verbindungslinien f 




Fig. 192. 

und g der Gegenecken 6e, cd und bd, ce in einem Punkte Ä^ 
durch welchen auch die Verbindungslinie der Berührungspunkte 
D und E auf den Tangenten d und e geht. Aus den Eigen- 
schaften des vollständigen Vierseits ergiebt sich; dafs d und e 
durch Ä und a harmonisch getrennt sind^ also werden auch 
D und E durch A und a harmonisch getrennt und es folgt: 

AUe Punkte, welche durch eine Kurve IL Kl. von einem 
Punkte A harmonisch getrennt sind, liegen auf einer Geraden a; 
diese heifst die Polare von A. 

473. Die Gerade a schneidet entweder die Kurve oder 
nicht. Im ersten Falle sind die Verbindungslinien der Schnitt- 
punkte mit A Tangenten der Kurve. Im zweiten Falle lassen 
sich von A keine Tangenten an K ziehen. Der Punkt A liegt 
im ersten Falle aufserhalb^ im zweiten innerhalb der Kurve 
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II. El. und diese scheidet; wie eine Kurve II. 0. die Ebene 
in zwei Gebiete, ein inneres und ein äufseres. 

Liegt A innerhalb und ist A^ irgend ein Punkt seiner 
Polare a, so mufs wegen des letzten Satzes die Polare von A^ 
durch A gehen. Dasselbe folgt aus diesem Satze ^ wenn A 
aufserhalb, aber A^ innerhalb auf a liegt. 

Ist A^ ein Punkt von a (Fig. 192), welcher auf serhalb der 
Kurve liegt und sind de die Tangenten von ihm an K, so 
geht die Verbindungslinie der Berührungspunkte DE^ d. i. die 
Polare von A^ durch A, also folgt allgemein: 

Durchläuft ein Punkt eine Gerade, so dreht sich seine Polare 
um dm Pol der Geraden und umgekehrt 

474. Aus diesen beiden Hauptsätzen der Polarentheorie 
folgert man wieder die Identität der Kurve IL Kl. mit einem 
Kegelschnitte. 

Man konstruiere wieder den Mittelpunkt M der Kurve, 
d. i. den Pol der unendlichen fernen Geraden g^. Wenn diese 
die Kurve nicht schneidet, so liegt M innerhalb derselben; 
wenn aber g^^ und K gemeinsame Punkte haben, so liegt M 
aufserhalb der Kurve. In diesem Falle lassen sich von M 
Tangenten an« dieselbe ziehen, deren Berührungspunkte im 
Unendlichen liegen. Diese Tangenten heifsen die Asymj^toten 
der Kurve. 

475. In der Involution konjugierter Durchmesser be- 
stimme man das rechtwinklige Paar konjugierter Strahlen, 
die Axen der Kurve. Beide Axen müssen die Kurve schneiden, 
wenn M innerhalb liegt. Die gröfsere von ihnen heifst die 
Hauptaxe. Wenn aber M aufserhalb liegt, so ist jede Asymptote 
sich selbst konjugiert; die Asymptoten sind demnach dk 
Doppelstrahlen der Involution konjugierter Durchmesser und trennen 
jedes andere Paar konjugierter Durchmesser harmonisch. Der 
von ihnen gebildete Winkel wird daher durch die Axen halbiert. 

Die Asymptoten teilen die Ebene in vier Gebiete, die paar- 
weise in Scheitelwinkeln liegen. In einem dieser Gebiete liegt 
die Kurve IL Kl. Von den beiden Axen kann daher nur eine 
die Kurve schneiden; diese heifst die Hauptaxe. Zieht man 
in ihren Endpunkten, den Scheiteln der Kurve, die Scheitel- 
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tangenten, so liegt zwischen diesen kein Punkt der Kurve. 
Alle Tangenten derselben schneiden die Hauptaxe. 

476. Man ziehe in den Endpunkten AA^ der Hauptaxe 
die Scheiteltangenten und schneide sie mit den Asymptoten 




Fig. 193. 

in DE und D^E^y im zweiten Falle, wenn JLT innerhalb liegt, 
mit den Tangenten in den Endpunkten der Nebenaxe, in DE 
und D^E^, Über DD^ und EE^ beschreibe man Kreise, so 
schneiden sich diese in zwei Punkten BB^ der Hauptaxe. 

Nennt man den Schnittpunkt der Scheiteltangenten Sl«,, 
so sind die Punktreihen {%^ADEF . .) und {A^'Hi^D^E^F^ . .), 
in denen die Scheiteltangenten von den übrigen geschnitten 
werden, in projektivischer Beziehung und da 

<^ ABD = 31« BD^, ^ ABE = Sl« BE^ 

[denn beide haben entweder DB%^ oder EB%^ zum Kom- 
plementwinkel,] so mufs auch 

^ABF=%^BF^ 

und daher ^ FBF^ = 90« sein. 

Denkt man sich einen Kegelschnitt konstruiert, welcher 
AA^ zur Hauptaxe, B und B^ zu Brennpunkten hat, so er- 
scheint letzteren jedes von den Scheiteltangenten abgeschnittene 
Stück einer anderen Tangente unter einem rechten Winkel. 
Die Tangenten dieses Kegelschnittes müssen daher mit den 
Tangenten der Kurven H. Klasse zusammenfallen, also ist letz- 
tere mit dem Kegelschnitte identisch. 

477. Andere Ableitung der Fundamentaleigenschaß der 
Brennpunkte. 



MiLnrowsxz, Kegelichnitte. 
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Es sei q^ die Polare von Q^] man falle RS senkrecht auf 
die Nebenaxe und konstruiere auf ihr den zu S konjugierten 
Punkt Si] dann ist 

MS .MS^^± 6« 
je nachdem die Nebenaxe die Kurve schneidet oder nicht 
schneidet. Es ist QiS^ die Polare von R, denn erstens sind 




Fig. 194. 

R und Si konjugierte Punkte, weil RS die Polare von S^ ist 
und zweitens sind R und Q^ konjugierte Punkte. Alle Paare 
konjugierter Punkte auf q^ bilden eine Involution, deren 
Centralpunkt Q ist, denn der ihm zugeordnete ist %^. Die 
Potenz dieser Involution ist QR . QR^. Man setze 

MQ = X, MQ^ — x^y AM = a; 

dann ist jR^^ xx — x^ = MS^ : x^ 

und QR . QR, = (^::z ^r) MS ,MS, _ _^ (x^^^ 

Aus 472. folgt 



X, 



X, 



2 



X • X't •• Cv y X 



X, 



' y tlf ~~~ X\ —^ 



Xy 



also 
und 



Soll nun QR. QR, = QQ^ sein, so hat man 

+ — ST"-^ = (^ - ^i)^ 

4- 1« „ iCj (a; — rci) = a^ — rcj^ 
ir,2 = «2 ip i\ 
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Beschreibt man über allen Punktpaaren jRi2| Kreise, so 
schneiden sie sich in zwei Pankten der Hauptaxe, denn diese 
steht im Centralpunkte auf q^ senkrecht und zwar mufs einer 
dieser Punkte Q^ sein. Man bezeichne ihn in diesem Falle 
mit B, Dsi ÜB A. R^B und beide Strahlen konjugiert sind, 
so folgt mit Rücksicht auf die symmetrische Lage der Kurve 
in Bezug auf beide Axen: 

JEs giebt auf der Hauptaxe zwei Punkte, in denen die In- 
volutionen konjugierter Strahlen circulare Involutionen sind. 

Die Lage dieser Punkte ergiebt sich aus der Gleichung 

a« + 6« = €« 
-w^enn man MB = e setzt. 

Aus diesem Fundamentalsatze folgt aber wie Yorhin (476) 
die Identität der Kurve IL Klasse mit dem Kegelschnitte. 

478. Mit Hilfe der harmonischen Punkte RSPF^ folgt 
aus ähnlichen Dreiecken 

QQ,:yi = QM:S,M.\ 
Es ist aber QQ^ =x — x^ = ^ Z^\ QM= ^, 

also ^-^-^-^S^.=?:±^ 

oder + &^ («* — ^1*) = ^^Vi^ und durch Division durch x^^y^^ 

^ j_ ^ -= 1 

Die Gleichung der Kurve IL Klasse ist also die Kegel- 
schnittsgleichung. 

479. Wenn g^ eine Tangente der Kurve IL Klasse wird, 
so wird der Mittelpunkt M derselben der Berührungspunkt 
mit ^OD? also ein uneudlich ferner Punkt. Alle Durchmesser 
dieser Kurve sind parallel. Da der Pol eines jeden im un- 
endlichen liegt, so erhält man einen Durchmesser, wenn man 
die Halbierungspunkte zweier parallelen Seimen verbindet. 
Zieht man zwei zu diesem Durchmesser senkrechte Sehnen, so 
ist der Durchmesser a, welcher ihre Mitten verbindet, die 
Axe der Kurve, denn ihr Pol liegt senkrecht über ihr im Un- 
endlichen. Die Tangente im Endpunkte Ä der Axe ist die 

24* 
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Scheiteltangente. Macht man auf ihr AD ^' AE, zieht durch 
D und E die Tangenten DD^ und EE^ an die Kurve und 
errichtet auf ihnen in D und E Senkrechte, so schneiden 
sie sich in einem Punkte B der Axe. Die Winkel DBB^ 
und EJBEaa sind rechte Winkel. Schneidet irgend eine andere 
Tangente die Scheiteltangente in F und g^^ in Fa^, so folgt 
wie oben (476), dafs auch ^ FBF^ = 90^ ist. 

480. Denkt man sich eine Parabel konstruiert, welche a 
zur Hauptaxe und die Senkrechte in A zur Scheiteltangente 
hat, so mufs sie, wie unmittelbar aus der Konstruktion folgt, 
mit der Kurve IL Klasse zusammenfallen. 




Fig. 195. 

Sind Q und Q^ zwei konjugierte Punkte der Axe, so 
müssen sie gleich weit von A entfernt sein, weil die Axe un- 
endlich grofs ist. 

Man errichte in Q^ die Senkrechte Qi P, nehme auf der 
Axe noch zwei konjugierte Punkte DD^ beliebig, errichte in 
Q und D die Senkrechten und falle PB senkrecht darauf; der 
Durchschnitt mit der Senkrechten in D sei C. Da die Gerade 
PB die Richtung der Durchmesser hat, so liegt ihr Pol im 
Unendlichen auf der Tangente QP. Zieht man daher durch Qi 
und D^ die Parallelen zur Tangente QP, so sind sie die Polaren 
von B und C und BB^ sowie CC^ sind konjugierte Punkte. 
Nun verhält sich 
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D(7i : DDi = BQ: QQ^ und, da DC = BQ, 

Die Kreise über den Punktpaaren CC^ konjugierter Punkte 
sehneiden sich in zwei Punkten der Axe. Sollen diese Kreise 
sich in D^ schneiden, so mufs 

DC, . DC = ^\'ß^ = 1> A' 

oder RQ^ ^ DD, . Q Q, 

sein. Bezeichnet man DD, mit 2^, QQ, mit 2a?, PQ, mit y, 
so hat man als Gleichung der Kurve 

y* = 4|) . Xy 

die Gleichung der Parabel. Da in diesem Falle <^ CD, C^ = 90**, 
so folgt für den Punkt D, die Fundamentaleigenschaft des 
Brennpunktes, dafs je zwei konjugierte Strahlen desselben auf 
einander senkrecht sind. 

481. Die Identität der Kurven IL Ordnung und IL Klasse mit 
den Kegelschnitten ist somit auf verschiedene Arten nach- 
gewiesen. Zu einem anderen Identitätsbeweise gelangt man 
auf folgende Art. 

Die Kurve K IL 0. ist durch projektivische Büschel {S) 
und (ß,) erzeugt. Diese sind durch drei Paar homologe 
Strahlen bestimmt, also ist die Kurve selbst durch SS, und 
die Schnittpunkte ABC dieser Strahlenpaare bestimmt: 

Jede Kurve K IL 0. ist durch fünf ihrer PunJcte bestimmt; 

Durch fünf beliebige PunJcte läfst sich stets eine einzige 
Kurve IL 0. legen. 

Sind ABCDE fünf beliebige Punkte der Kurve K IL Ord., 
so stelle man eine solche harmonische Verwandtschaft her, 
dafs dem Fünfecke ABCDE ein Kreisfunfeck A,B,C^D,E, 
verwandt ist (87). Dem um das letztere beschriebenen Kreise 
ist die Kurve K verwandt. Denn wegen Gleichheit der Peri- 
pheriewinkel auf demselben Bogen sind die Büschel, welche 
aus A, und B, die Punkte des Kreises projicieren, kongruent, 
also projektivisch; ihnen aber sind die Büschel verwandt, 
welche die Punkte der dem Kreise verwandten Kurve aus 
A und B projicieren. Da aber den homologen Sti*ahlenpaaren 
A,C, und B,C„ A,D, und B,D^y A-^i ^^^^ -^i^i ^^^ homo- 



374 § 29. Die projektivischen Gebilde. 

logen Strahlenpaarre AC und BCy AD und BD, AE und BE 
verwandt sind, so fallt die dem Kreise verwandte Kurve mit 
der Kurve K zusammen: 

Jede Kurve IL Ord, ist einem Kreise harmonisch verwandt 

482. Auch auf folgende Art läfst sich der letzte Satz 
erweisen. 

Die Strahlenbüschel S{ABCBE . . .) und S\ABCBE . . .) 
erzeugen die Kurve K IL Ord. Man schneide beide Büschel 
durch eine Gerade g, welche K nicht trifft, in den Punkten 
SlSeS)® ... und ras'©'®'®' . . ., so giebt es zwei Punkte, 
von denen die Segmente ««', 8595', 6©', 3)2)', ... unter 
gleichen Winkeln erscheinen. (8. 453.) Diese beiden Punkte seien 
D und £)'; der eine ist der Gegenpunkt des anderen bezüglich^. 
Man ziehe durch O' eine Gerade o und nehme D und o als 
Centrum und Axe einer harmonischen Verwandtschaft. Der 
• Geraden g ist g^ verwandt. Den Punkten S und S' sind © 
und @' verwandt, den Strahlen S% und S'W sind parallele 
Gerade durch @ zu D^ und durch @' zu 0%' verwandt, so 
dafs also -^?IDSI' dem von den letzteren gebildeten Winkel 
gleich ist. Da aber ^ «081' = 85095' = ©DS' = . . ., so 
sind auch die Winkel aller verwandten homologen Strahlen 
einander gleich und da sie über derselben Strecke @©' ge- 
zeichnet sind, so liegen ihre Scheitel auf einem Kreise, der 
durch © und ©' geht. Dieser Kreis und die Kurve K sind 
also harmonisch verwandt. 

Im Obigen ist nachgewiesen, dafs fünf Punkte eine Kurve 
II. 0. eindeutig bestimmen. Zwei von ihnen sollen zusammen- 
fallen, so dafs also die Kurve ihre Verbindungslinie in ihnen 
berührt. Es seien also AABCD die fünf Punkte und a die Ver- 
bindungslinie AA] dann bestimmen die Strahlenpaare AÄ 
und BA, AC und BC, AD und BD zwei projektivische 
Strahlenbüschel und diese erzeugen eine Kurve durch AABCD, 

Fallen auch noch B und C zusammen, so muTs die Kurre 
auch die Verbindungsgerade b in B berühren. Die Strahlen- 
paare AA und BA, AB und BB, AD und BD bestimmen 
wieder zwei projektivische Büschel und diese erzeugen eine 
Kurve II. 0. Es folgt: 

Durch vier Punkte und die Tangente in einem oder durch 



r 
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drei Punkte und die Tangenten in zweien ist eine Kurve IL Ord. 
eindeutig bestimmt 

484. In gleicher Weise folgert man die Sätze: 

Eine Kurve IL Klasse ist bestimmt durch fünf Tangenten 
oder durch vier Tangenten und den Berührungspunkt auf einer 
oder durch drei Tangenten und die BerührungspurJäe auf zweien. 

Sind abcde fünf Tangenten^ so scimeide man a und b 
durch cde, dann sind durch die Paare von Schnittpunkten 
ac und 6c, ad und bd, ae und be zwei projektivische Punkt- 
reihen bestimmt, welche eine Kurve 11. Kl. erzeugen. 

Fällt e mit a zusammen, so werden diese projektivischen 
Punktreihen bestimmt durch die Punktpaare aa und &a, ac 
und bc^ ad und be. Der Schnittpunkt aa ist in diesem Falle 
der gegebene Berührungspunkt. 

Wenn e mit a und d mit b zusammenfällt, so kennt man 
also die Berührungspunkte auf a und b und die projektivischen 
Punktreihen sind bestimmt durch die Punktpaare aa und 6a, 
ab und 66, ac und bc. 

Um die Identität der Kurve II. Klasse mit einem Kegel- 
schnitte nachzuweisen, stelle man eine harmonische Verwandt- 
schaft her, in welcher dem durch abcde gebildeten Fünfseite ein 
anderes abcbe verwandt ist, dem sich ein Kreis einzeichnen 
läfst (90.). Der durch abcde bestimmten Kurve II. Kl. ist 
dieser Kreis harmonisch verwandt. 

485. Bas gemeinschaftliche Poldreieck zweier Kegelschnitte, 

Zwei Kegelschnitte haben stets ein gemeinschaftliches Pol- 
ar eieck, von welchem entweder alle drei Ecken reell oder zwei 
imaginär sind. 

Eine beliebige Gerade g habe in Bezug auf die Kegel- 
schnitte Kl und K^ die Pole Gy^ und G^\^ die Polaren eines 
Punktes P von g seien p^ und pg. Wenn P die Gerade g 
durchläuft;, so durchlaufen p^ und p^ um G^ und G^ zwei pro- 
jektivische Strahlenbüschel (20. 453.) und erzeugen einen 
Kegelschnitt Ä, den Ort des dem Punkte P bezüglich beider 
Kegelschnitte konjugierten Punktes Q. Legt man durch einen 
festen Punkt Po von g eine zweite Gerade g\ so ist der Ort 
der ihren Punkten konjugierten Punkte ein zweiter Kegel- 
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schnitt Ä', der den ersten in dem konjugierten Punkte Qo 
schneiden mufs. Beide Kegelschnitte müssen deshalb entweder 
noch einen oder noch drei gemeinschaftliche Punkte haben, 
wie sich leicht ergiebt, wenn man einen Punkt den einen 
Kegelschnitt durchlaufen läfst und die Teile seines Weges 
unterscheidet^ die er im innern und äufseren Gebiete des 
anderen zurücklegt. 

Ist nur noch ein reeller Schnittpunkt vorhanden^ so mag 
er A heifsen; sind aber drei reelle Schnittpunkte vorhanden, 
so mögen sie ABC heifsen. 

Jeder dieser Punkte hat die Eigenschaft, dafs seine Polaren 
bezüglich K^ und fg in eine Gerade zusammenfallen^ weil 
sie sich sowohl auf g als auf g' schneiden müssen. 

Nennt man a und b die Polaren von A und B, so mufs 
der Schnittpunkt (ab) die Gerade AB als gemeinsame Polare 
haben. Da es aber aufser -4 SC keinen Punkt giebt, welcher 
für beide Kegelschnitte dieselbe Polare hat, so mufs (ah) 
mit C zusammenfallen und es es ergiebt sich, dafs ABd ein 
Poldreieck ist, in welchem jede Seite die Polare ihrer Gegen- 
ecke ist.' 

486. Durch A lege man eine beliebige Gerade m; ihre 
Pole Ml und M^ bezüglich K^ und K^ liegen auf der Polare 
a = BC und ordnet man die Polaren eines veränderlichen 
Punktes von m einander zu, so erhält man in M^ und M2 zwei 
projektivische Strahlenbüschel in perspektivischer Lage, denn 
der Punkt A von m hat a oder M^M^ als gemeinsame Polare, 
Diese Strahlenbüschel erzeugen also eine Gerade m\ die auch 
durch A geht. 

In gleicher Weise erhält man in B zwei zusammengehörige 
Gerade n und n der Art, dals die Punkte der einen kon- 
jugiert sind zu denen der anderen-, die Geraden m und rn 
schneiden deshalb n und n in zwei Paaren konjugierter Punkte. 
Da aber die konjugierten Punkte zu vier harmonischen Punkten 
auf n harmonische Punkte von n sind, so beschreiben m und m 
bei ihrer Drehung um A zwei projektivische Strahlenbüschel 
und zwar haben diese involutorische Lage, denn dem Strahl m 
entspricht m doppelt. Rechnet man nämlich m zum ersten 
Büschel und schneidet damit n in D, so geht m durch den 
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konjugierten Punkt If auf n\ rechnet man aber m zum zweiten 
Büschel und schneidet damit n in lEj so mufs der Schnittpunkt 
E' von m und n zu J5J konjugiert sein. 

Die Involution der Strahlenpaare (wm') hat in A zwei 
Doppelstrahlen, mofno. Jeder von ihnen schneidet irgend zwei 
zugeordnete Strahlen der Involution (nn) in B oder (oo') in C 
in zugeordneten Punkten einer Involution, die für beide Kegel- 
schnitte konjugierte Punkte sind. Also, wenn man diese Geraden 
gemeinschaftliche Sekanten nennt: 

In jeder Ecke des gemeinschaftlichen Dreiechs gieht es zwei 
reelle oder imaginäre gemeinschaftliche Sekanten. 

487. Auf a nehme man einen beliebigen Punkt JMT; seine 
Polaren m^ und m^ in Bezug auf K^ und K2 schneiden sich 
in A, Ordnet man die Pole einer veränderlichen Geraden 
durch M einander zu, so erhält man zwei projektivische Punkt- 
reihen in perspektivischer Lage. Der Schnittpunkt M' der 
Verbindungsgeraden homologer Punkte liegt auf a. Wenn M 
und Jf sich auf a bewegen, so durchlaufen sie die Punkt- 
paare einer Involution, deren Doppelpunkte die Eigenschaft 
haben, dafs je zweiv konjugierte Strahlen für den einen Kegel- 
schnitt auch konjugiert für den andern sind. Zu den Punkt- 
paaren der Involution auf a gehören auch B und 0; diese aber 
werden durch die Doppelpunkte harmonisch getrennt, also: 

Auf jeder Seite des gemeinschaftlichen Poldreiecks giebt es 
zwei reelle oder imaginäre PunJcte, welche für beide Kegelschnitte 
dieselbe Involution konjugierter Strahlen haben und durch zwei 
Ecken des Poldreiecks harmonisch getrennt werden. 

Wegen weiterer projektivischer Untersuchungen mufs auf 
die eingehenden Werke von Schroeter und Reye verwiesen 
werden. 

Wie im Vorhergehenden ausführlich gezeigt, lassen sich 
zwei Kegelschnitte durch harmonische Verwandtschaft ent- 
weder in konzentrische Kegelschnitte mit gemeinschaftlichen 
Axen verwandeln, wenn sie sich in vier reellen oder vier 
imaginären Punkten schneiden, oder auch in zwei Kreise, 
wenn sie entweder zwei reelle und zwei imaginäre oder vier 
imaginäre Punkte gemein haben. Daraus aber ergeben sich 
in einfacher Weise die Grundeigenschaften der Büschel und 
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besonders auch durch Zurückfiihrung auf einfachere Gebilde 
leichtere Vorstellungen über den Verlauf und die Zusammen- 
setzung des Büschels aus den einzelnen Individuen. 

In gleicher Weise lassen sich zwei Kegelschnitte durch 
harmonische Verwandtschaft in zwei confocale Kegelschnitte 
mit gemeinschaftlicher Hauptaxe oder in zwei biconfocale 
Kegelschnitte verwandeln, je nachdem sie zwei reelle und zwei 
imaginäre oder vier imaginäre Tangenten haben. Mit Hilfe 
dieser ZurückfQhrung gelangt man zu den Eigenschaften der 
Kegelschnittschar, 
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1. Wenn man aus drei festen Punkten ÄCJE einer Geraden 
Parallelen zu drei festen Geraden ace zieht, so schneiden sie sich 
in drei Punkten, die in einer Geraden liegen. 

Die Parallelen durch Ä und J^ zu e und a mögen sich in 
Jtf, diejenigen durch C uad E zu e und c in ^ schneiden; ist 
dann der Schnittpunkt von MN mit der durch Ä zu c gezogenen 
Parallelen, so ist, wenn man G den Schnittpunkt von AC mit 
MN nennt, 

aE:GN=aÄ:GO und GÄ:GM=GC:GN, 
also 

GN.GÄ = GE .GO und GN.GÄ=GM.GC, 
daher 

GE.GO = GM.GC oder GE:GM=GC:GO, 

d. h. CO II ME II a. 

2. Die Höhenpunkte der vier Dreiecke, welche von vier Ge- 
raden alfcd gebildet werden, liegen in einer Geraden. 

Die Höhen der vier Dreiecke sind vier Geraden a^hiC^di 
parallel; man schneide d mit ahc und wende auf die drei Schnitt- 
punkte den vorigen Satz an, indem man a^hiCj^ als die festen Ge- 
raden nimmt. 

3. Wenn A und B die Endpunkte einer Strecke sind, so soll 
mit AB nicht nur die Länge des von einem Punkte von A his B 
zurückgelegten Weges, sondern auch die Richtung desselben be- 
zeichnet werden, so dafs AB und BA entgegengesetzte Strecken 

bezeichnen. Sind AB CD irgend] vier Punkte einer Geraden, so 

AC AD 

nennt man das Verhältnis der Brüche ^^^ : -^^ ein Dqppelver- 

hältnis und bezeichnet es mit 

4. Auf einer Geraden sind drei Punkte ABC gegeben, man 



*) Die mit einem Sterne (*) bezeichneten Aufgaben setzen Projek- 
tivität voraus. 
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soll einen vierten Punkt D konstruieren, so dafs das Doppeiver- 
hältnis (ÄBCB) einen bestimmten Wert fi hat. 

Fig. 1. Zwei parallele Gerade durch Ä und B schneide man mit 

einer beliebigen Geraden durch C in E und F^ schneide auf FB 
über B hinaus eine Strecke BG ab, so dafs BG : FB = fi ist, 
80 trifft die Gerade EG die gegebene Gerade in dem gesuchten 
Punkte B. 

Würde man B G nach entgegengesetzter Richtiing abgeschnittea 
haben, so würde das Doppelverhältnis auch den entgegengesetzten 
Wert annehmen. 

Aus ähnlichen Dreiecken folgt 

AC AE AB. AE 



BC 


~ BF' 


BB~ 


' BG 


und hieraus durch Division 






AC 
BC' 


AB 

bb"^ 


BG 
BF 


(i. 



5. Vier Strahlen durch einen Punkt schneiden jede Gerade 
in vier Punkten von demselben Doppelverhältnis. 
Fig. 1. Man schneide die vier Strahlen E(^ABCB) durch eine Gerade 

in A^B^C^Bi, ziehe F^G^ || FG, so ist 

(A^B.C^B^) = B^Gi : B^F^ = BG : BF= fi. 

Den konstanten Wert des Doppelverhältnisses der vier Punkte, 
in welchen vier Strahlen irgend eine Gerade schneiden, nennt man 
das Boppelverhältnis der vier Strahlen. 

5 a. Wenn zwei Punktgruppen AB OB und AB^C^B^ von 
demselben Doppelverhältnisse ^ einen Punkt A gemein haben, so 
treffen sich die Verbindungsgeraden der übrigen Punktpaare BB^^ 
CC^^ BB^ in einem Punkte. 

Es sei S der Schnittpunkt von BB^ und (7(7i; dann müssen 
die Strahlen S{ABCB) die Gerade AB^ im Doppelverhältnisse fi 
teilen, also mufs SB durch B^ gehen. 

5 b. Wenn zwei Strahlenbüschel ah cd und ab^c^di von dem- 
selben Doppel Verhältnisse (a einen Strahl a gemein haben, so liegen 
die. Schnittpunkte der übrigen Strahlenpaare 66i, cc^, ddi in einer 
Geraden. 

Es sei s die Verbindungsgerade der Schnittpunkte hbi und ccj, 
die Gerade s mufs von beiden Büscheln im Doppelverhältnisse ft 
geschnitten werden. Da aber drei Paar Schnittpunkte zusammen- 
fallen, so thut dies auch das vierte Paar. 
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*5c. Sind ABC und ÄiB^C^^ drei feste Punkte zweier Geraden 
g und ^2) ^ ^^^ ^1 solche veränderliche Punkte, dafs 

so durchlaufen X und X^ zwei projektivische Reihen. 

Denn denkt man sich die Geraden so verschoben, dafs Ä^ mit 
Ä zusammenfällt, so treffen sich BB^^, CCj, XX^ in einem Punkte 
und die Punktreihen liegen perspektivisch. 

*öd. Sind ahc und a^bj^c^ drei Strahlen zweier Punkte P und 
Pj^, X und Xi solche veränderliche Strahlen, dafs 

(abcx) = (öi&iCiaJi), 

so durchlaufen x und x^ zwei projektivische Strahlenbüschel. 

*5e. In zwei projektivischen Gebilden haben irgend vier Ele- 
mente des einen dasselbe Doppelverhältnis, wie die entsprechenden 

des anderen. 

t 

*Öf. Wenn zwei projektivische Gebilde drei Elemente ent- 
sprechend gemein haben, so sind sie identisch. 5c. und öd. 

5g. Wenn die Ecken zweier Dreiecke ABC und A^B^C^ 
paarweise auf Gerad,en liegen, die sich in einem Punkte S schnei- 
den, so schneiden sich ihre Seiten paarweise auf einer Geraden 
und umgekehrt. 

Die Seitenpaare AB und A^B^^ BC \md B^G^^ AG und Ay^G^ 
mögen sich in 6i, 9, 93 treffen und die Gerade %Sd mag von 
AA^^ BB^^ GG^ in Stj, 85i, ®i geschnitten werden. 

Projiziert man S^^BB^ aus 21 auf GG^ imd 

S'&^AA^ aus 83 auf GG^, so ist 

iSfö^BB,) = (S^^GG,) -= {S^,AA,), 

also treffen sich 

91^®!, AG, A^G^ 

in einem Punkte und dieser mufs S sein. 

öh. Wenn von zwei vollständigen Vierecken fünf Paare von 
Seiten sich auf einer Geraden schneiden, so liegt auch der Schnitt- 
punkt des sechsten Paares auf dieser Geraden. 

Die Vierecke seien ABGB und A^B^G^B^\ es mögen sich 
AB und A^B^, BG und B^G^, GB und G^B^, AB und A^D^, 
AC und A^G^ auf einer Geraden g schneiden; man soll zeigen, 
dafs BB und B^B^^ sich auch auf dieser Geraden schneiden. 

Nach dem vorigen Satze treffen sich AA^, BB^^, GG^ in einem 
Punkte S wegen der Dreiecke ABG und A^B^G^', ebenso folgt 
aber auch, dafs sich wegen der Dreiecke AGB und A^G^B^ die 
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Geraden ÄA^^ CC^, DD^ in 8 treffen müssen. Daher liegen die 
Vierecke perspektivisch; da dies auch die Dreiecke ABB und 
A^B^Dj^ thun, so müssen sich BD und B^D^^ auf derselben Ge- 
raden schneiden, wie AB und A^B^^ AD und A^D^. 

6. In einer harmonischen Verwandtschaft haben vier Punkte 
oder vier Strahlen dasselbe Doppelverhältnis wie ihre verwandten 
Punkte und Strahlen. 

7. Auf einer Geraden sind drei Punkte ABC gegeben, man 
soll eine harmonische Verv\'andtschaft herstellen, in welcher das 
Verhältnis der zu AC und BC verwandten Strecken 21 K und S3E 
einen bestimmten Wert fi hat. » 

Man konstruiere auf AB einen Punkt D so, dafs 

(ABGD) = fi (Cf. 4) 

ist und nehme irgend eine Gerade durch D als Mittellinie der 
Verwandtschaft. t 

Der dem Punkte D verwandte Punkt 2) fällt ins Unendliche; 
da aber 21 93 @^ 2) mit AB CD auf denselben Strahlen durch das 
Centrum der Verwandtschaft liegen, so ist 

(i = {ABCD) = («85(53)) = ^ = ^ = ^:^ = ge- 

8. Ein Viereck AB CD durch harmonische Verwandtschaft 
in ein anderes SlS3@i3) zu verwandeln, welches einem gegebenen 
Vierecke A^B^C^D^ ähnlich ist. 

Die Diagonalen AC und BD^ -^iC'i und B^C^ schneiden sich 
in E und E^\ man konstruiere auf AC und BD die Punkte F 
und G so, dafs 

{ACEF) = A^E^ : C^E^ und (BDEG) == B^E^ : D^E^ 

und nehme FG als Mittellinie der Verwandtschaft 

Um das Centrum zu erhalten, schneide man FG mit AB 
und AD in. jff imd /, und beschreibe über HJ und FG Kreise deren 
Peripherie winkel gleich B^A^D^ und B^E^C^ sind, so schneiden sich 
diese in zwei Punkten, von denen man jeden als Centrum wählen kann. 

9. Einen Kegelschnitt in einen anderen durch harmonische 
Verwandtschaft zu verwandeln, so dafs zwei gegebene Punkte P 
und Q in die Brennpunkte verwandelt werden. 

Man schneide den gegebenen Kegelschnitt mit PQ in P^Q^ 
und konstruiere das Punktpaar RS^ welches PQ und P^^^ har- 
monisch teilt; durch P lege man zwei konjugierte Gerade, welche 
die durch B gehende Polare s von S in. T und 2\ schneiden, dann 
sind QT und Q7\ auch konjugierte Strahlen, da PQ und s auch 
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» 

konjugiert sind. Ersteres ist eine Folge des Satzes: Sind a und 
h sowie c und d konjugierte Strahlen, so sind auch die Geraden, 
welche die Schnittpunkte ac und hd sowie a^ und hc verbinden, 
konjugiert. 

Über den Punktpaaren der auf s erhaltenen Involution be- 
schreibe man Kreise; diese treffen sich in zwei Punkten und 0|. 
Wählt man einen von ihnen als Centrum und s als Mittellinie der 
Verwandtschaft, so sind in dieser dem Kegelschnitte und den 
Punkten P und Q ein anderer Kegelschnitt und seine Brennpunkte 
verwandt. 

10. Einen Kegelschnitt und zwei Punkte durch harmonische 
Verwandtschaft in einen anderen Kegelschnitt, den Mittelpunkt 
und einen Brennpunkt zu verwandeln. 

11. Einen Kegelschnitt und einen Punkt durch harmonische 
Verwandtschaft in einen E[reis und seinen Mittelpimkt zu ver- 
wandeln. ' 

Ist P der gegebene Punkt, jp seine Polare, so konstruiere 
man auf dieser zwei Paar konjugierter Punkte AAy^^ BB^'^ be- 
schreibe über ihren Abständen Kreise, die sich in und 0^ schnei- 
den, so ist jeder dieser beiden Punkte das Centrum und ]p die 
Mittellinie der Verwandtschaft. 

12. Gegeben seien ein fester Punkt und eine feste Gerade 
als Centrum imd Axe; man konstruiere auf einer beliebig durch 
gezogenen Geraden, welche die Axe in Ä schneidet, irgend 
zwei Punkte A und % so, dafs das Doppelverhältnis {OÄA^ 
einen festen Wert fi hat. 

' Dadurch ist jedem Punkte A der Ebene ein anderer 31 und 
diesem wieder jener "als verwandt zugeordnet; die so hergestellte 
Beziehung zwischen den Punkten der Ebene nennt man centrische 
Collmeation, 

In dieser ist jeder Punkt der Axe sich selbst verwandt. 

Verbindet man die vier Punkte OA'A^ mit irgend einem 
Punkte P der Axe und schneidet das Büschel P(pÄA^) mit 
einer Geraden durch in OB'B^^ so sind auch B imd 83 ver- 
wandte Punkte. Durchläuft A die Gerade PJ., so mufs 21 die 
Gerade P9t durchlaufen. Man nennt daher die Geraden PA und 
P?l verwandte Gerade und folgert also: 

Zwei verwandte Punkte liegen mit dem Centrum in einer Geraden. 
Zwei verwandte Gerade schneiden sich auf der Axe. 
Verwandte Punkte liegen stets auf verwandten Geraden und 
umgekehrt. 
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Es giebt eine Gerade g^ welcher die unendlich ferne Gerade 
g^ verwandt ist; man nennt sie die Cregenaxe der CoUineation. 

Ist C irgend ein Punkt derselben, ® der verwandte Punkt, 
C' der Schnittpunkt von OC mit der Axe, so ist 

Demnach teOt die Qegenaxe g jede Strecke zwischen Centrum 
und Axe nach dem festen Verhältnisse fi und ist zur Axe parallel. 

Die centrische CoUineation ist durch Centrum, Axe und G-egen- 
axe bestimmt. 

13. In jeder centrischen CoUineation ist einem harmonischen 
oder involutorischen Gebilde wieder ein solches verwandt; jedem 
Kegelschnitte ist wieder ein Kegelschnitt verwandt. Beide schneiden 
sich auf der Collineationsaxe. 

14. Liegt das CoUineationscentrum auf einem Kegelschnitte, 
so berührt er den verwandten Kegelschnitt in 0, 

15. Liegt das Collineationszentrum auf einem Kegelschnitte 
K und geht die Collineationsaxe o durch 0, so mufs K mit dem 
verwandten Kegelschnitte ^ in drei zusammenfallende Punkte 
oder eine Berührung der zweiten Ordnung haben. 

16. In einem Punkte eines Kegelschnittes K den KribnmungS' 
kreis zu konstruieren,*) 

Es kommt darauf an, den Kegelschnitt K in centrische KoUi- 
neation zum Krümmungskreise des Punktes zu setzen. Es sei 
M der Mittelpunkt desselben und g^ seine Polare, üra M drehe 
sich ein Durchmesser des Kreises, dann mufs die verwandte Sehne 
des Kegelschnittes K sich um einen Punkt SK .drehen; jeder Durch- 
messer und also auch jede ihm verwandte Kegelschnittsehne spannt 
in einen rechten Winkel. Daher bilden die Schenkel dieser 
Winkel in eine cirkulare Involution mit dem Involutionszentrum 
3Jt, Dieses ist somit bekannt imd seine Polare g in Bezug auf 
K ist die Gegenaxe der Kolliaeation. Da diese aber der Kolli- 
neationsaxe parallel ist, so ist auch diese bekannt; sie trifft K in 
seinem Schnittpunkte mit dem Krümmungskreise. 

Dadurch erhält man die folgende Konstruktion des Krümmungs- 
kreises eines Punktes 0. 

Man lege durch zwei rechte Winkel, verbinde die Punkte, 
in denen die Schenkelpaare den Kegelschnitt treffen, konstruiere 
die Polare g des Schnittpunktes SR dieser Verbindungslinie und 



*) Fiedler, darstellende Geometrie. 
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lege durch zu. g die Parallele, welche den Kegelschnitt noch in 
Ä schneiden mag, so ist derjenige Kreis durch Ä^ welcher die 
in gezogene Kegelschnitttangente in berührt, der Krüm- 
mungskreis. 

17. Einen Kegelschnitt zu konstruieren aus dem Krümmungs- 
kreise in einem Punkte und zwei Punkten Ä und B. 

' Die Geraden A und JB mögen den Kreis 81 und S3 schnei- 

9 

den, dann sind AB und S183 verwandte Gerade und schneiden sich 
in einem Punkte C der Kollineationsaxe 0(7. Diese treffe den 
Kreis in D, so ist JD auch ein Pimkt des Kegelschnittes, von dem 
man also vier Punkte AB DO und die Tangente in kennt. 

18. Das Doppelverhältnis von vier Punkten AB CD bleibt 
ungeändert, wenn man sie in zwei Paare teilt und die Punkte 
eines jeden Paares vertauscht. 

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA). 

Dies ergiebt sich erstens augenblicklich, wenn man die Doppel- 
verhältnisse bildet und vergleicht, dann aber auch auf folgendem 
geometrischen Wege: 

Einen beliebigen Punkt P verbinde man mit den Punkten 
ABCD^ schneide die Strahlen P(ABCD) mit einer durch A 
gezogenen Geraden in AEFG und PC mit DE in §, dann ist 

(ABCD) = {AEFG), wegen des Büschels P(ABCD) 

{AEFG) = (CQFP), wegen des Büschels D{AEFG) 

(CQFP) ={CDAB),\egeii des Büschels E{CQFP), 

also auch 

{ABCD) = {CDAB), 

18a. Sind AA^^ -^-^i? ^^i ^^^ei solche Punktpaare einer 
Geraden g^ dafs 

{AA^BC) = {A^AB^C;), 

so giebt es einen Punkt Q von solcher Lage, dafs 

QA . QA^ = QB . QB^ = QCQC,', 

die Punktpaare sind also in Involution. Man suche einen solchen 
Punkt Q, dafs 

{AA^BBj^ CC^ Q) = {Ai AB^BC^ Coo) , 

dann folgt aus 

{ABA^Q) = {A^B^Aoo), dafs 

MiiiiNOWSKi, Kegelschnitte. 25 
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BA^ ' BQ ~ A^oo ' B^oo 
B,A AQ 



oder 
Ebenso 



BA^ BQ • 

AB _A,Q 
AB, B, Q 

und daher AQ , Ä^Q ^ BQ . B^^ Q, 

18 b. Sind AÄ^, ^^n ^^i <irei Ponktpaare in Involution, 
80 ist 

{AA^BC) = {A^AB^C^). 

Ist Q der Centralpunkt der Involution, so ist 

QA . QA^ = QB . QB^ = QC.QC, 

und QA:QB = QB^iQA^, 

also auch AB^ : A^B = QA:QB 

und AB : A^Bi = ^JL : QB^. 

AB AB, QA^ 



Hieraus 
Ebenso 
also auch 



A,B A,B, QB,QB,- 
AC AG, QA* 



A,C A,C, QC.QC,' 

AB AC _ A,B, A,G^ 
A,b'* A,C~ AB, * AC, 

oder {AAiBC)'={A^AB^Ci). 

*19. . Die drei Seitenpaare eines vollständigen Vierecks werden 
von jeder Geraden in den Punktpaareh einer Involution geschnitten. 

Die Seitenpaare AB und CD, BC und AD, AC und BD 
mögen von irgend einer Geraden g in M und M^, N und JVj, 
und 0^ geschnitten werden, dann ist, wenn der Schnittpunkt 
{ÄC, BD) mit S bezeichnet wird 

sobald man A08C aus D und B auf g projiziert. Da aber auch 
nach dem Satze in 18. 

so ist auch {M OO^N) = {M^O,ON^, d. h. 

die Punktpaare MM^, ^^u ^^i ^^^ ^^®^ Punktpaare einer In- 
volution; denn die Punktgruppen MOO^N und M^O^ONi Ji^-^^n 
dasselbe Doppelverhältnis, sind also projektivisch und jedem der 
Elemente und 0^ entsprechen die Elemente 0^ und doppelt. 
(Cf. auch 18 b.) 
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20. Die drei Eckenpaare eines vollständigen Vierseits werden 
aus jedem Punkte durch die Strahlenpaare einer Involution 
projiziert. 

21. Die drei Geraden, welche einen Pankt P von den drei 
Seitenpaaren eines vollständigen Vierecks harmonisch trennen, 
schneiden sich in einem Punkte. 

Es mögen sich die Geraden, welche den Punkt P von zwei 
Seitenpaaren harmonisch trennen, in Q schneiden; die Gerade PQ 
trifft die Seitenpaare in den Punktpaaren einer Involution. Zwei 
dieser Punktpaare werden durch P und Q harmonisch geteilt, also 
mufs dies auch beim dritten Paare der Fall sein; die Gerade, 
welche P von dem dritten Seitenpaare harmonisch trennt, mufs 
durch Q gehen. 

22. Die drei Punkte, welche eine Gerade p von den drei 
Eckenpaaren eines vollständigen Vierseits harmonisch trennen, 
liegen auf einer Geraden q. 

23. Vier Punkte eines Kegelschnittes werden aus jedem 
anderen Punkte desselben durch ein Strahlenbüschel von kon- 
stantem Doppelverhältnisse projiciert. 

I. Sind AB CD vier Punkte eines Kegelschnittes K, E und F 
irgend zwei andere, so soll sein 

E {ABCD) A E (ÄBCn). 

Stellt man eine harmonische Verwandtschaft her, in welcher dem 
Kegelschnitte K ein Kreis Ä und den sechs Punkten ÄBCDEF 
die Punkte 9lS3©2)(£tJ verwandt sind, so sind die Büschel 

@(2rS3ß:®) und 5(9lSBe3)) 
kongruent. 

II. Man wende 5e. auf die projektivische Erzeugung an. 

24. Welches ist der Ort eines Punktes, dessen Verbindungs- 
geraden mit vier festen Punkten ein konstantes Doppelverhältnis 
haben ? 

25. Jede Gerade g wird von einem Kegelschnitte K und den 
Gegen Seitenpaaren eines eingeschriebenen Vierecks in einer Invo- 
lution geschnitten. 

Es seien MM^^ NN^^ und 00^ die Schnittpunkte mit K und 
den Gegenseitenpaaren AB, CD und AD^ BC dann ist 

D (MM^AC) A S (MM^AC) A B (M^MCA) 
oder {MM^ ON^) A (M^MO^ N) 

26. Alle Kegelschnitte eines Büschels schneiden eine Gerade 
in den ^unktpaaren einer Involution. 

26* 
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27. Die sechs Ecken zweier Poldreiecke liegen auf einem 
Kegelschnitte. 

Sind ABC und A^B^C^ die beiden Poldreiecke, so ist der 
Pol von AB^ der Schnittpunkt D von BC mit A^C^ und der Pol 
von AC^ der Schnittpunkt H von BC mit A^B^. Nennt man 
Dj und E^ die Schnittpunkte von BC mit AB^ und -iCj, so sind 
DB^ und J57JEi je zwei konjugierte Punkte; da auch B und C 
konjugierte Punkte sind, so sind 

BC, DD^, EE^ 

in Involution. — Durch BAA^B^C^ lege man den Kegelschnitt 
S; er schneide BC noch in @^, dann müssen auch 

JB®, DDi, ^J57i wegen 26. 

in Involution sein und ^ mufs mit C zusanunenfallen. 

28. Die sechs Seiten zweier Poldreiecke sind Tangenten 
eines Kegelschnittes. 

29. Liegen die Ecken zweier Dreiecke auf einem Kegelschnitte, 
so berühren die sechs Seiten einen andern Kegelschnitt. 

Die beiden Dreiecke seien ABC und DEF, sieht man 

ABCDEF 
als ein eingeschriebenes Sechseck an, so schneiden sich 
AB und DE, BC und EF, CD und FA in 
^ M , K , 

Es treffen sich also 

AF, CD, MN in einem Punkte 0. 
Diese drei Geraden sind die Hauptdiagonalen des Sechsecks 

FNCAMD 

also werden die sechs Seiten desselben von einem Kegelschnitte 
nach Brianchons Satze berührt; die sechs Seiten sind aber die 
Seiten der Dreiecke ABC und DE F. 

30. Berühren die Seiten zweier Dreiecke einen Kegelschnitt, 
so liegen die sechs Ecken auf einem anderen Kegelschnitte. 

31. Ist ein Dreieck einem Kegelschnitte K ein- und einem 
anderen S umgeschrieben, so giebt es unendlich viele Dreiecke, welche 
dem ersten Kegelschnitte ein- und dem zweiten umgeschrieben sind. 

32. Alle Kegelschnitte, welche ein gemeinschaftliches Pol- 
dreieck haben, schneiden jede Transversale, welche durch eine 
Ecke desselben geht, in einer Involution. 

Denn diese Ecke und der Schnittpunkt der Gegenseite mit 
der Transversale trennen die Schnittpunkte jedes Kegelschnittes 
harmonisch. ^ 
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33. Jede Transversale durch eine Ecke des gemeinschaftlichen 
Poldreiecks einer Kegelschnittschar mit vier reellen Tangenten, 
wird von den Kegelschnitten der Schar und den Gegenseitenpaaren 
des umgeschriebenen Vierseits in den Punktpaaren einer Involution 

. geschnitten. 32. 

34. Wenn zwei Kegelschnitte K und K^ ihre gemeinschaft- 
lichen Tangenten ah cd in AB CD und A^B^C^B^ berühren, so 
hat ein Kegelschnitt ft, der durch ABC geht und d in B^ be- 
rührt, zur zweiten gemeinschaftlichen Sehne mit K^ die gerade 
Linie, welche die Schnittpunkte von a mit BC, h mit AC^ c mit 
AB verbindet. (Salmon- Fiedler. Anal. Geom. der Kegelschnitte. 
IV. Aufl. S. 410.) 

Die Gerade, welche die Berührungspunkte zweier Gegenseiten 
eines umgeschriebenen Vierseits verbindet, geht durch einen Diago- 
nalpunkt desselben, folglich auch die Gerade AB. Sie werde von 
K^ in 9(i95i geschnitten; sind noch © und S) ihre Schnittpunkte 
mit c und d^ so sind 

AB, SIi»i, ®2) 

drei Punktpaare in Involution. 

Die Gerade AB wird aber von den Kegelschnitten K^ und ^ 
und den gemeinschaftlichen Sehnen derselben in einer Involution 
geschnitten; diese Schnittpunkte sind AB auf ff, 2li99i auf K^^ 
also ist die Involution dieselbe mit der vorigen und da d die 
eine gemeinschaftliche Sehne ist, mufs die andere durch den Schnitt- 
punkt von c mit AB gehen. 

35. Der Feuerbach' sehe Satz. In jedem Dreiecke berühren 
sich ein Berührungskreis und derjenige Kreis, welcher durch die 
Mitten der drei Seiten geht. (Salmon-Fiedler. Anal. -Geom. der 
Kegelschnitte.) 

Den Ecken 91S3@^ eines Dreiecks liegen die Seiten ahc gegen- 
über; diese werden in ihren Halbierungspunkten ABC von einer 
Ellipse K und in den Punkten A^B^C^ von einem Kreise K^ be- 
rührt. Die vierte gemeinschaftliche Tangente von K und K^ sei 
d und berühre K^ in D^. Legt man nun durch die Mitten ABC 
einen Kegelschnitt ff, welcher d in D^ also auch K^ in D^ be- 
rührt, so ist seine zweite gemeinschaftliche Sekante mit K^ die- 
jenige Gerade, auf welcher die Schnittpunkte von 81 S3 mit AB^ 
85 S mit BC^ K21 mit CA liegen. Diese Gerade liegt aber im 
Unendlichen, also geht der Kegelschnitt ff durch die Kreispunkte 
der -unendlich fernen Geraden, in denen diese von jedem Kreise 
geschnitten wird und ist daher selbst ein Kreis. 
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36. Zwei beliebige Vierecke AB CD und A^B^C^J)^ lassen 
sich stets als entsprechende Figuren in einer centrischen floUineation 
betrachten. 

Man verwandle zunächst durch harmonische Yerwandtschaft 
oder centrische Collineation das Viereck AB CD in ein anderes 
!(S3(£3), welches dem Vierecke A^B^C^D^^ ähnlich ist. Ist S das 
Centrum der Verwandtschaft, so lege man zwischen die Geraden 
SVi und S^ eine Strecke %^^ parallel zu 8193 und gleich A^B^ 
und konstruiere darüber zwischen den Geraden iS(9[93@iS) ein 
Viereck, welches dem Vierecke 8(89@i2) ähnlich ist, so ist es dem 
Vierecke A^B^C^D^ kongruent. Also liegt AB CD mit einem dem 
Vierecke A^B^C^D^ kongruenten Vierecke Sl^ 95i Kj ^i perspektivisch. 

Es bleibt zu zeigen, dafs beide auch collinear- verwandt in 
einer centrischen Collineation sind. 

Da AB CD und 8193 (£2) in centrischer Collineation sind, so 
liegen die Schnittpunkte 

3f, JV, . 0, P von 

AB und StS, BC und ö®, CD und ©2), DA und 3)81 

in einer Geraden-^. 
Es schneiden nun 

AB, BC, CD, DA die Seiten 8Iia3i, »i^i, ©i»!, "S^^SBi^ 

in itfi, 2Vi, Ol, Pj, 

so ist wegen paralleler Geraden 

AM : AMi = A% : A^^ = AP : AP^, also M^P^^ \\ MP und 

. B M : BMi = B^: B^^=: BN: BN^, also M^N^ || MN 

Daher folgt, dafs M^N^O^Pi i^ einer zu g parallelen Geraden ^j 
liegen. 

S und g^ sind Centrum und Axe der centrischen Collineation, 
in welcher AB CD und 8li95, ®i2)i sich entsprechen. 

37. In der durch die Vierecke AB CD und 811951®! 3), (Cf. 36) 
hergestellten centrischen Collineation entspricht jedem Punkte X 
ein anderer Punkt Yi. 

Denkt man sich alle Punkte Fi der Ebene starr mit dem 
Vierecke 8lj93iKiS)i verbunden und dieses in die Lage A^B^C^B^ 
gebracht, so gelangen die Punkte Ji in die Lage X^, stehen aber 
in einer bestimmten Beziehung zu den Punkten X Diese Beziehung 
nennt man CoUinearität. Dieselbe ist dadurch ausgezeichnet, dafs 
vier Punkten von einem bestimmten Doppelverhältnisse vier Punkte 
von demselben Doppelverhältnisse entsprechen. Es folgt: 
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Die coUineare Beziehung ist durch zwei Vierecke als ent- 
deckende bestimmt. 

Man hat also die Ebene als doppelt zu betrachten und rechnet 
alle Punkte X zu einem Systeme £, alle Punkte X^ zu einem 
andern S^, 

Die Systeme £ und 2^ sind in coUinearer Beziehimg, die Ebene 
ist collinear auf sich selbst bezogen, 

38. In zwei coUinearen Systemen sind die Geraden, welche 
zwei Paare entsprechender Punkte verbinden, entsprechende Gerade 
und die Punkte, in denen sich zwei Paare entsprechender Geraden 
schneiden, entsprechende Punkte. 12. 

39. In einet durch zwei entsprechende Vierecke AB CD und 
Ä^B^CiD^ bestimmten collinearen Beziehifng zu einer Geraden g 
die entsprechende Gerade g^ zu finden. 

Es mögen sich AB und CD in E, ^J^i und C^D^ in E^ 
schneiden; die beiden ersten Geraden AB und CD werden von g 
in P und Q geschnitten. Man bestimme die Punkte P^ und Q^ 
so, dafs 

(ABEP) A (A,B,E,P,) und (CDEQ) A (C,D,E,Q,) 

ist, dann ist Pj^i ^^® gesuchte Gerade g^. 

40. In zwei collinearen Systemen JS und 2^ zu einem Punkte 
R den entsprechenden Punkt jB^ zu konstruieren. 

Die collineare Beziehung sei bestimmt durch die einander 
entsprechenden Vierecke AB CD und A^Bj^C^D^'^ man verbinde 
A und B mit R durch die Strahlen p und q und konstruiere in 
A^ und B^ die Strahlen p^ und q^ so, dafs 

(AB, AC, AD, p) A (A^i, \C,, A,D,, p,) und 
(BA, BC, BD, q) A (^lA, ^^i^n ^lA. ?i) ist, 
dann ist der Schnittpunkt von p^ und q^ der gesuchte Punkt. 

41. Wenn in einer centrischen CoUineation mit dem Centrum 
und der Axe o die Systeme H und 2^ verwandt sind und man 
diese Systeme irgendwie gegeneinander verschiebt, so sind dieselben 
in allgemeiner collinearer Beziehung zu einander. 

Jeder Geraden a, welche zur Axe o parallel ist, entspricht 
in der centrischen CoUineation, eine Gerade a^ die auch zu o 
parallel ist, denn jeder Punkt von o, also auch der unendlich 
ferne entspricht sich selbst und zwei entsprechende Gerade schnei- 
den sich auf der Axe. 

Dreht sich eine Gerade um und schneidet a in BCDE,., 
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a^ in B^CiDiEi . ,j so ist wegen der Parallelität von a 
und a^ 

BC:CD:DE=B^ C^ : CiD^^ : D^ E^, 

Die Punktreihen auf je zwei zur Axe parallelen entsprechenden 
Geraden sind also prqjeküvischähnlicK 

Wenn a und a^ die von auf o gefällte Senkrechte 00^ in 
A und Ä^ schneiden, dann ist 

0A^_ OA, 

OiA ~ '*• Oj^i • 

Soll nun OA «= OA^ werden, so mufs 

O^A^ = (i, O^A 

sein. Bezeichnet man OA = OA^ mit x, so ist 

O^A^ = OOi + X, O^A = OOi — X, also 

OOi + a; = |[i (OOi — x) 

ä; = -^J.00i. 

Daraus folgt: Es gieht in jeder centrischen Collineaüon zwei zur 
Axe parallele entsprechende Gerade in gleichem Abstände vom 
Centrum, Auf diesen sind die durch entsprechende Punkte gebildeten 
Punktreihen prcjektivisch gleich. 

Bringt man die centrischen Systeme in allgemein colUneare 
Lage, so ergiebt sich sofort: 

In zwei collinearen Systemen gieht es zwei Paare paralleler 
entsprechender Geraden, auf denen die Punktreihen entsprechender 
Punkte prcjektivisch gleich sind. 

42. In zwei collinearen Systemen 2 und 2^ die entsprechend 
gleichen Punktreihen zu konstruieren.*) 

In der centrischen Lage entspricht der Geraden g^o eine 
andere ^, welche Gegenaxe genannt wurde; nach der Verschiebung 
habe g in den Systemen Z und 2]*^ die Lagen r und q^ ange- 
nommen. Da g zur Axe parallel war, so müssen die unendlich 
fernen Punkte Ä* und Q^"^ dieser Geraden einander entsprechen 
und auf je zwei zu ihnen parallelen entsprechenden Geraden 
müssen die entsprechenden Punktreihen prcjektivisch ähnlich sein. 

Es giebt zwei entsprechende zu r und q^ normale Gerade der 
collinearen Systeme. 

Um sie zu finden, denke man sich auf einer zu r normalen 
Geraden den unendlich fernen Punkt 81*, so entspricht ihm im 
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Systeme 2^ der Punkt D^; dem zu q^ senkrechten Strahle e^ des 
Punktes Di entspricht ein durch 81* gehender, also zu r nor- 
maler, Strahl e, * 

Dem Schnittpunkte D^ == (^q^ c^) entspricht in Z der Schnitt- 
punkt (^« e) = 3l* und dem Punkte {g^ ej = Dj* von Z^ ent- 
spricht in Z der Punkt (re) = 81. 

Zieht man nun in Z zwei zu e parallele Gerade xx in 
gleichem Abstände von e, so sind g^o exx' harmonische Strahlen, 
also sind die entsprechenden qiC^x^Xi in Z^, welche durch D^ 
gehen, auch harmonisch und da -^ (qi e^) ==» 90® ist, so halbieren 
die Strahlen q^ und e^ die von x^ und x^ gebildeten Winkel. — 
Sind femer y^y^' zwei Strahlen in gleichem Abstände von e^ und 
zwar demselben, wie x und x' von e, so entsprechen ihnen in Z 
zwei gegen e und r gleich geneigte Strahlen yy durch 31. 

Die Geraden xxyy und x^x^y^y{ schneiden sich in den 
Ecken zweier entsprechenden Rechtecke der Systeme Z und Z^, 
Diejenigen entsprechenden Seiten derselben, welche gleich grofs 
sind, sind die gesuchten Geraden. 

43. Wenn zwei entsprechende projektivisch gleiche Gerade 
der collinearen Systeme Z und Z^ aufeinander fallen, so liegen 
dieselben perspektivisch. 

44. Jedem Kegelschnitte eines von zwei collinearen Systemen 
entspricht im anderen auch ein Kegelschnitt. 

45. Zwei Kegelschnitte K und K^ können stets als ent- 
sprechend in zwei collinearen Systemen betrachtet werden. 

Auf K seien ABC DE fünf beliebige Punkte; den drei ersten 
werden als entsprechend auf K^ drei Punkte Ä^B^C^ zugewiesen. 
Auf letzterem sei P^ ein beliebiger Punkt; man bestimme dann 
einen Strahl p^ so, dafs 

{EA, EB, EC, ED) A (^lA, Pi^u A^^i, Pi) 

ist. Dieser Strahl p^ schneide K in D^. Ordnet man D und B^ 
einander zu, so ist durch die Beziehung von 

ABGD und A^By^C^B^ 

aufeinander eine collineare Beziehung hergestellt, in welcher K 
und K^ einander entsprechen müssen. 

46. Wenn bei zwei centrisch collinearen Systemen die Colli- 
neationsaxe ins Unendliche rückt, so werden je zwei entsprechende 
Gerade parallel und je zwei entsprechende Dreiecke ähnlich. Die 
Systeme heifsen dann ähnlich, 

47. Zwei collineare Systeme heifsen affin ^ wenn die unend- 
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lieh ferne Gerade sich selbst entspricht (ohne dafs ihre Funkte 
entsprechende sind). 

Zwei affine Systeme sind daher bestimmt durch drei Paare ent- 
sprechender Geraden. 

Sind ahc und aih^Ci die entsprechenden Geraden, ABC die 
den Seiten abc gegenüberliegenden Ecken des Dreiseits ahc und 
ebenso ÄiBiC^ diejenigen des Dreiseits aih^c^^ so sind ÄÄ^^ 
BB^^ CCi Paare entsprechender Punkte. 

Wird nun ^« von abc und a^b^c^ in 9(9 (S^ und ÄiS^Kj ge- 
schnitten, so sind auch %S(i, S3S9|, SS] entsprechende Punkte 
und durch das Entsprechen von ABC^^^l und Ä^BiC^^äi^iili 
ist die collineare Beziehung bestimmt. 37. 

48. In affinen Systemen sind entsprechende PimMreihen ähnlich. 
Auf den Geraden g und g^ seien ABC und A^B^Ci ent- 
sprechende Punkte, D* und D* ihre einander entsprechenden un- 
endlich fernen Punkte; also 

{ABCD^) A {A^B^C^B"?) oder 

AG AB^ _ A,C, A,dT 
BC ' JBD* ~ B^C, ' B,D^ 

AC'.BC = A^C^iB^C^ oder AG i A^C^ ^BCiB^G^. 

49. In affinen Systemen stehen je zwei entsprechende Figuren 
in konstantem Verhältnisse. 

Es seien ABGT> und A^B^C^B^, EFGH und E^F^G^E^ 
zwei Paare entsprechender Parallelogramme. Die Durchschnitte von 

AB mit EH und FG sowie von GB mit EH und FG seien 
J und K sowie M und L 

Die Punkte JKLM und die entsprechenden Durchschnittspunkte 
J^K^L^M^ der Seiten der Parallelogramme A^B^G^D^ und 
E^F^G^H^ bilden die Ecken entsprechender Parallelogramme. Es 
verhält sich nun 

ABGD : JKLM = AB : JK und 

^ A^B^G^D^ : J^K^L^Mi = A^B^ : J^K^ 

weil die Parallelogramme zwischen parallelen Geraden liegen. Da 
aber nach dem vorigen Satze 

A B : JK ^ A^B^i J^ K^ , so mufs auch 

ABGB : A^B^C^D^ = JKLM: J^K^L^M^ und ebenso 

EFGH :E^F^G^H^= JKLM iJ^K^L^M^ 
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sich verhalten, woraus sich ergiebt , 

50. In affinen Systemen kann einer Ellipse nur eine Ellipse, 
einer Parabel nur eine Parabel, einer Hyperbel nur eine Hyperbel 
verwandt sein. 

öl. In affinen Ellipsen und Hyperbeln entsprechen einander 
die Mittelpunkte, als Pole der sich selbst entsprechenden unend- 
lich fernen Geraden, und daher auch die Durchmesser. 

52. Zwei affine Systeme S und 2^ sind durch drei Paare 
entsprechender Punkte gegeben; man soll zu einer beliebigen Ge- 
raden die entsprechende Gerade und zu einem beliebigen Punkte 
den entsprechenden Punkt konstruieren. 

Die gegebenen Paare entsprechender Punkte seien AA^^ 

Um zur Geraden g von 2 die entsprechende Gerade gi von 
2J| zu konstruieren, schneide man AB und AC mit ^ in D und 
E und konstruiere auf A^ B^ und A^ 0^ die entsprechenden Punkte 
D^ und Ey^ so, dafs 

AD : BB = A^B^ : B^B^ und AE\ CE = A^E^ : C^E^, 

dann ist B^E^ die verlangte Gerade g^, 

Soll nun zum Punkte P der entsprechende Punkt P^ gefunden 
werden, so schneide man AB und AC mit PC und PB in ffi 
und 85, konstruiere zu diesen Punkten die entsprechenden Punkte 
El und S3i, so schneiden sich C^^-^ und B^^^ in P^. 

53. Ein Kegelschnittbtischel^ von welchem zwei Kegelschnitte 
gegeben sind, enthalte einen Kreis; man soll ihn konstruieren. 

Eine Gerade g wird von den Kegelschnitten des Büschels in 
einer Involution geschnitten; es sei Q der Centralpunkt und g* die 
Potenz der Involution. Beschreibt man um Q mit q einen Kreis, 
feo wird dieser von dem gesuchten entweder rechtwinklig oder 
unter dem Durchmesser geschnitten. Wiederholt man diese Kon- 
struktion dreimal, so ist die Aufgabe auf eine einfache Kreiskon- 
struktion zurückgeführt. 

54. Einen Kegelschnitt durch harmonische Verwandtschaft in 
sich selbst zu verwandeln, so dafs zwei konjugierte Durchmesser 
in die beiden Axen verwandelt werden. 

Die konjugierten Durchmesser seien ÄStj und 83 SS^, die beiden 
Axen AA^ und BB^, 
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Man gelangt zur gewünschten Verwandtschaft, wenn man den 
zu einer der vier Sehnen 

konjugierten-Durchmesser als Axe und seinen unendlich entfernten 
Pol als Centram nimmt. 

55. Ein Eegelschnittbüschel durch harmonische Verwandt- 
schaft in ein anderes zu verwandeln, welches einen Kreis und 
einen Kegelschnitt des ersten Büschels enthält. *) 

Wenn ein Kegelschnittbüschel einen Kreis enthalten soll^ so 
sind die Axen aller seiner Kegelschnitte zwei festen Bichtungen 
parallel, nSmlich den Hauptaxen der beiden im Büschel vor- 
kommenden Parabeln. Der Mittelpunktskegelschnitt hat also zwei 
im Unendlichen in normalen Bichtungen liegende Punkte und ist 
daher eine gleichseitige Hyperbel. 

Es seien nun KK' K" .... Kegelschnitte des gegebenen Büschels 
und M der Mittelpunktskegelschnitt desselben. Falls in dem 
Büschel, was hier angenommen werden soll, eine Ellipse vorkomnat, 
so enthält es unendlich viele Ellipsen und die Involution, in welcher 
die unendlich ferne Gerade von den Kegelschnitten des Büschels 
geschnitten wird, hat zwei Doppelpunkte. Da diese Involution mit 
der Polarinvolution in Bezug auf M identisch ist, so hat M auf 
g^ zwei reelle Punkte und ist eine Hyperbel. (401. 414.) In 
jedem Kegelschnitte des Büschels giebt es ein Paar konjugierter 
Durchmesser, welches diesen Asymptoten parallel ist. 

Der Mittelpunkt von K sei 0; die beiden zu den Asymptoten 
von M parallelen konjugierten Durchmesser von K seien ÄSC^ 
und 3395i; die Axen von K seien AA^ und BB^. 

Man verwandle nun nach ^4. durch harmonische Verwandt- 
schaft K in sich selbst, %% und «»i in AA^ und BB^, K' K" . . . 
in die Kegelschnitte Ä'Ä" .... Weil g^ sich selbst verwandt 
ist, (denn das Centrum der Verwandtschaft liegt im Unendlichen), 
so ist jedem Kegelschnittsmittelpunkte des Büschels {KK' . . .) 
ein Kegelschnittsmittelpunkt im Büschel {KW • • •)» *^^^ denf 
Mittelpunktskegelschnitt M des ersten Büschels der Mittelpunkts- 
kegelschnitt 9)i des zweiten verwandt. Den Asymptoten von M 
sind diejenigen von Wt verwandt und da die ersteren zu 81 Ä^ 
und 9393| parallel sind, so müssen die letzteren den verwandten 
Axen AA^ und BB^ parallel, also rechtwinklig sein, folglich mufs 
SK eine gleichseitige Hyperbel sein und das Büschel {KW . . .) 
enthält einen Kreis. 



*) KortDin. Über geometrische Aufgaben III. und IV. Grades. 
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56. Ein Kegelschnitt E ist durch fünf Punkte ABC DE ge- 
geben, man soll seine Schnittpunkte mit einem gezeichnet vor- 
liegenden Kegelschnitte ^, allein mit Zirkel und Lineal, kon- 
struieren. 

Man stelle eine solche Verwandtschaft her (55), dafs K sich 
selbst verwandt ist und das dem Büschel {K^ . . .) verwandte 
Büschel einen Kreis enthält. Diesen Kreis konstruiere man (53), 
und suche zu seinen Schnittpunkten mit Ä die verwandten Punkte, 
so sind es die Schnittpunkte von K und ®. 

57. Zwei Kegelschnitte K und K^ sind durch hinreichende 
Bestimmungsstücke gegeben, aufserdem giebt es einen gezeichnet 
vorliegenden Kegelschnitt ft. Man soll die Schnittpunkte von K und 
E^ mit Hilfe von Zirkel und Lineal und mit Benutzung von fi* 
konstruieren. 

Man stelle eine coUineare Beziehung her, in welcher dem 
Kegelschnitte E der gezeichnet vorliegende Kegelschnitt Ä und 
dem Kegelschnitte E^ ein anderer E^ entspricht; die den Schnitt- 
punkten von S und E^ collinear entsprechenden Punkte sind die 
gesuchten Schnittpunkte von E und E^. 

58. Die gemeinschaftlichen Sekanten zweier gezeichnet vor- 
liegenden Kegelschnitte E und JTj mit Benutzung von Zirkel und 
LineaJ, zu konstruieren. 

E und E^ sollen keine gemeinschaftlichen Punkte haben; sie 
besitzen deshalb ein reelles gemeinschaftliches Poldreieck -4^50 
und dieses kann man mit Hilfe von 57. konstruieren. 

Es seien g und //j zwei beliebige Gerade; ihre Polarkegel- 
schnitte S und ^1 gehen dujch ABC und treffen sich noch in 
einem vierten Punkte D, der dem Schnittpunkte {gg^ in Bezug 
auf E und E^ konjugiert ist. 

Man konstruiere nach 57. die- Schnittpunkte von ffi imd Sj. 
Von diesen Schnittpunkten liegt der eine, etwa J., aufserhalb 
beider Kegelschnitte. Man konstruiere nun irgend zwei bezüglich 
beider . Kegelschnitte konjugierte Punkte B^ imd C^, so sind die 
Doppelstrahlen der durch die Strahlenpaare AB^ AC und AB^^ 
AC^ bestimmten Involution die gesuchten gemeinschaftlichen 
Sekanten. 

59. Die gemeinschaftlichen Tangente» zweier gezeichnet vor- 
liegenden Kegelschnitte zu konstruieren. 

60. Zwei Kegelschnitte E und JK^ , die keinen reellen Schnitt- 
punkt haben sollen, sind durch die Punktgruppen ABC DE und 
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A^B^C^B^E^ bestimmt; man soll ihre gemeinschaftlichen Sekanten 
nur mit Hilfe von Zirkel und Lineal und eines gezeichnet vor- 
liegenden Kegelschnittes & konstruieren. 

Man konstruiere wie in 58. das gemeinschaftliche Poldreieck 
und vermittelst desselben die gemeinschaftlichen Sekanten. 

*61. Die sich selbst entsprechenden Punkte zweier collinearen 
Systeme E und E^ zu konstruieren. 

Im Punkte A sei ein Strahlenbüschel; ihm entspricht im 
Punkte A^ ein projektivisches, welches mit jenem einen Kegel- 
schnitt K erzeugt. Zählt man diesen zu E^ so entspricht ihm in 
E^ ein Kegelschnitt K^^ der durch A^ gehen mufs und daher im 
Allgemeinen mit K noch drei Schnittpunkte hat. Jeder von ihnen 
entspricht sich selbst. 

*62. Durch die Scheitel P imd P^ zweier projektivischen 
Strahlenbüschel F {ahcd , , .) und P^ {a^\c^d^ , . .) lege man 
einen Kegelschnitt K-^ diesen schneiden die projektivischen Büschel 
in den krumm-projektivischen FmktreiJien AB CD und A^B^C^D^ 

Die Büschel A{A^B^Gy^B^ . . .) und A^{ABCB . . .) sind 
projektivisch und in perspektivischer Lage; sie erzeugen daher 
eine Gerade p. In dem Sechsecke AB^CA^BGi liegen die 
Schnittpunkte 

{AB,, A,B), (B.C, BC,), (CA,, AC,) 
in einer Geraden, die mit p zusammenfällt. Daher erzeugen die 
perspektivischen Büschel B (A^B^Ci . . .) und B {ABC . . .) die- 
selbe Gerade p. Diese hängt somit allein von der Lage der 
beiden Punktreihen ab. Sie heifst die BiMtmgsUnie derselben; 
wenn .sie den Kegelschnitt K in reellen Punkten M und N trifft, 
so entsprechen diese sich in den* krumm-projektivischen Punkt- 
reihen selbst und heifsen die Boppelptmkte derselben. 

Es sei S der Schnittpunkt von AB^ und BA^, er liegt auf 
p. Dann mufs die Verbindungslinie der Schnittpunkte (AA^^ ^^i) 
und {AB, Aj^Bj) durch den Pol P von p in Bezug auf K gehen. 

63. Bie VerhindtmgsUnien entsprechender Punkte zweier krumm- 
projektivischen Bunktreihen auf einem Kegelschnitte K hüllen einen 
Kegelschnitt ft ein, welcher den ersten doppelt berührt. 

Die projektivischen Punktreihen auf K seien 

ABC ... und Aj^B^Oj^ ... 

Man verbinde irgend einen Punkt Q mit ABC ... und 
schneide den Kegelschnitt K mit den Verbindungslinien in 
A2B2C2 . . ., so ist 

{A^B^Ci . . .) A (ABC . . .) A (A-BiCi • • •) 
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Sind ^12 ^^^ -^12 ^^® Doppelpunkte der krumm-projektivischen 
Punktreihen A^B^C^ ... und A^B^C^ * . -^ so sind QM^^ und 
QN^^ die einzigen Geraden durch Q^ welche entsprechende Punkte 
der beiden Punktreihen verbinden. Daher ist der Ort der Ver- 
bindungslinien 'ein Kegelschnitt fö. 

Liegt Q auf der Bichtungslinie p und treffen die Tangenten 
durch Q an ß den Kegelschnitt K in den Punktpaaren EE^ und 
FP^^ so mufs der Schnittpunkt O von EF^ und E^F auf p 
liegen und die Geraden EF und E^F^, müssen sich im Pole P 
von p bezüglich K schneiden. 

Da aber die Tangenten QE und QF durch p und QF har- 
monisch getrennt sind, so mufs der Pol von p in Bezug auf S 
auf QP liegen und da dies für jeden Punkt Q von p gilt, mit P 
zusammenfallen. Somit ist PO die Polare von Q bezüglich beider» 
Kegelschnitte K und fö. 

Wenn aber ein Paar von Pol und Polare, P und p, in Bezug 
auf zwei Kegelschnitte K und ß die Eigenschaft hat, dafs die 
Polaren eines jeden Punktes von p bezüglich beider Kegelschnitte 
zusammenfallen, so sagt man, die Kegelschnitte sind in doppelter 
Beruhnmg, Diese ist reell ^ wenn die Gerade p den Kegelschnitt 
K trifft, sonst imaginär. 

*64. Sind zwei Kegelschnitte \K und ft in doppelter Be- 
rührung, so schneidet eine veränderliche Tangente des einen den 
anderen in den Punktpaaren zweier krumm-projektivischen Punkt- 
reihen. 

*65. An die Träger g und g^ zweier projektivischen Punkt- 
reihen AB CD ... und A^B^C^D^ ... lege man einen Kegel- 
schnitt K und an ihn von AB CD ... und A^B^C^D^ ... die 
Tangenten ah cd ... und a^\c^d^ ..., so bilden diese auf K 
zwei krumm-projektivische Strahlenbüschel, 

*66. Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen zweier krumm- 
projektivischen Strahlenbüschel auf einem Kegelschnitte K liegen 
auf einem Kegelschnitte ß, welcher den ersten doppelt berührt. 

*67. Zieht man von einem veränderlichen Punkte eines von 
zwei sich doppelt berührenden Kegelschnitten Tangenten an den 
anderen, so bilden sie die Strahlenpaare zweier krumm-projekti- 
vischen Strahlenbüschel. 

^^68. In einen Kegelschnitt K ein Dreieck zu zeichnen, dessen 
Seiten durch drei feste Punkte TJVW gehen. 

Eine Gerade g durch XJ schneide K m A und B^ die Ge- 
rade TB treffe K va C und C W treffe JBT in ^^ , dann durchlaufen 



400 Sätze und Aufgaben. 

Ä und Ai bei der Drehung von g um U zwei krumm-projekti- 
vische Punktreihen. Sind M und M' die Doppelpunkte derselben, 
Bo schneide man K mit UM in N, mit VN in 0, mit TFO in Jlf 
und MNO ist ein Dreieck von der verlangten Beschaffenheit. 

*69. In einen Kegelschnitt K ein n-£ck zu Zeichnen, dessen 
Seiten der Beihe nach durch nfeste Funkte gehen. 

* 70. Um einen Kegelschnitt ff ein Dreieck zu zeichnen, dessen 
Ecken der Keihe nach auf drei festen Geraden liegen. 

*71. Um einen Kegelschnitt ein w-Eck zu zeichnen, dessen 
Ecken der Beihe nach auf ^festen Geraden liegen. 

*72. Gegeben sind zwei Dreiecke ABC und A^B^C^-^ man 
soll um das erste ein Dreieck zeichnen, welches dem zweiten ein- 
geschrieben ist. 

Eine beliebige Gerade g durch A schneide B^C^ in A', BÄ 
schneide A^C^ in J9', B^ C schneide A^B^ in C' und endlich 
schneide C' A die Seite B^C^ in A^^ dann durchlaufen bei der 
Drehung von g um A die Punkte A' und A^ zwei projektivische 
Punktreihen auf B^C^, Ist M ein reeller Doppelpunkt derselben 
und schneidet man A^C^ mit ^itf in N^ A^B^ mit CN in 0, so 
mufs MO durch A gehen. 

*73. Gegeben sind zwei w-Ecke; man soll ein n-Eck zeichnen, 
welches dem ersten um- und dem zweiten eingeschrieben ist. 

*74. An einer Bande eines rechteckigen Billards steht ein 
Ball; man soll ihn so stofsen, dafs er an allen übrigen Banden 
abprallt und in seine Anfangsstellung zurückkehrt. 

*75. Ein w-Eck zu zeichnen, dafs einem anderen «-Ecke 
gleichzeitig ein- und umgeschrieben ist. 

Das gegebene «-Eck sei A^A^A^ , , , An — iAn, Man projiciere 
die Punkte von -ig ^3 aus A^ auf A^A^^ diese aus A2 auf A^A^^ 
diese aus A^ auf A^Aq, . . ., diejenigen von An — iAn aus 
An — % auf An Ai , letztere aus An — i auf ^1^2 ^^^ diese endlich 
aus An auf ^2-^3^ ^^ erhält man auf A^A^ zwei projektivische 
Punktreihen, deren Doppelpunkte die Aufgab« lösen. 

*76. Die vorige Aufgäbe läfst beim Vierecke keine Lösung zu.*) 

Es sei AB CD das gegebene Viereck. Man projiziere die 
Punkte von BC aus A auf (72), die Projectionen aus B auf j4D, 
deren Projectionen aus C auf AB und diese endlich aus D auf 
BC; man ierhält dann auf BC zwei projektivische Punktreihen. 
Schneiden sich AD uad BC in E^ so entsprechen 

den Punkten BCE die Punkte EBC. 

^^— M^- ■ I ■■■■■■■■■■ ■i., — ^*.i — 

*) Pfaff. Neuere Geometrie. II. Teil. Seite 48 und 60. 
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Durchläuft also ein Punkt der ersten Reihe in der durch BCE 
bestimmten Richtung die Gerade BC^ so bewegt sich der ent- 
sprechende Punkt in der Richtung EBC. Der zweite Punkt kann 
also nie den ersten treffen. 

*77. Die Aufgabe 75. läfst beim Fünfecke unendlich viele 
Lösungen zu. 

Um dieses zu beweisen, projiziere man stets zwei solche 
Seiten aufeinander, die durch eine andere Seite getrennt sind, 
also aus den Ecken Ä, C, E, B, D die Seite BC auf DE, DE 
auf AB, AB auf CD, CD auf AE, AE auf BC, so erhält man 
auf BC zwei projektivische Punktreihen. In diesen entsprechen 
sich B, C und der Schnittpunkt F von BC und DE selbst, also sind 
die Punktreihen identisch und jeder Punkt entspricht sich selbst. 
Es löst also jeder Punkt von BC die Aufgabe. 

*78. Einem Vierecke ein Rechteck einzuschreiben, dessen eine 
Seite durch einen gegebenen Punkt geht. 

*79. Man soll durch einen Punkt P zwei solche Gerade 
ziehen, dafs sie auf zwei gegebenen Geraden g und p^ die Strecken 
s und $1 abschneiden. 

*80. Auf einer festen Geraden eine solche Strecke zu be- 
stimmen, dafs sie aus zwei festen Punkten unter bestimmten 
Winkeln gesehen wird. 

*81. Durch einen Punkt eine solche Gerade zu legen, dafs 
sie ein gegebenes Dreieck nach einem bestimmten Verhältnisse teüt. 

*82. In zwei projektivischen Strahlenbüscheln die Schenkel 
der entsprechenden rechten, Winkel zu konstruieren. 

83. Salmon'sche Erzeugungsart des Kegelschnittes. 

Wenn man in den Scheiteln A und A^ der Hauptaxe 
eines Kegelschnittes K die Tangenten a und a^ zieht, diese mit 
einer dritten Tangente h in B und B^ schneidet, ferner B mit 
den Brennpunkten F und JF\ durch die Geraden x und x^ und 
ebenso Bj^ mit denselben durch g imd y^^ verbindet, so ist 

1. ^ (ax) = ^(hx,), 2. ^ (xy) = (x,y,) = 90«, 

also stehen die Doppelstrahlen mn der Involution ah, xx^ auf 
einander senkrecht. 

Man polarisiere die Figur in Bezug auf einen beliebigen Kreis 
mit dem Mittelpunkte D und bezeichne die polaren Stücke mit 
deutschen Buchstaben. 

Die Polarfigur von K ist ein Kegelschnitt Ä; aÄiSSX^ ?)2)iaR5R 
seien die Pole von aa^hxx^yy^mn, dann bestimmen !($, XXj 

MiiiiKOWSKi, EegeUchiiitte. 26 
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auch eine Involution, deren Doppelpunkte SR und 8t sind. — Da 
m und n auf einander senkrecht stehen, so müssen dies auch 
DäR und D3t thun; daher halbieren diese Geraden die Winkel 
aOaS und XDXj und es ist 

«D : »D = %m : »SR = aSß : S3SR. 

Aus den Eigenschaften der Involution folgt: 

S13R« : »3R» = aX . all : SX . SSXi 

also auch 81D* : ©D^ = 3l3e . «Xj : S3X . »Xi. 

Sind f und f^ die Polaren von F und -F\, femer 91 ?ß und 93 D 
senkrecht auf f, 31 ^^ und 83 O^ senkrecht auf f^, so ist auch 

SID« : aO^ = 2t$ . a^i : SO . Süi oder 

Bewegt sich nun die Tangente h auf ^^ so durchläuft ihr Pol 
den Kegelschnitt ff so, dafs der Quotient SD* : 93Ü . 3301 ^o^" 
stant bleibt. Daraus folgt: 

Ber Ort eines Punktes, für welchen das Quadrat seines Äb- 
standes von einem festen Punkte zum Produkte seiner Entfernungen 
von zwei festen Geraden in einem konstanten Verhältnisse steht, ist 
ein Kegelschnitt, 

Da die senkrechten Strahlen xy in F sowie x^Pj^ in F^ kon- 
jugierte Strahlen in Bezug auf K sind, so müssen die senkrechten 
Geraden DX und D?), sowie DX^ und D^^ die Geraden f und f^ 
in konjugierten Punktpaaren bezüglich des' Kegelschnittes ff schneiden. 

Es gilt nun auch die XJmkehrung: 

Sind f und f^ zwei solche Gerade, deren Polarinvolutionen (kon- 
jugierter Punkte) bezüglich eines Kegelschnittes ff von einem Punkte 
durch eine circulare Involution projiziert werden, so steht das 
Quadrat des Ähstandes eines Kegelschnittpunktes von zum Pro- 
dukte seiner Abstände von f und f^ in einem konstanten Verhältnisse. 

84. Gegeben ein Punkt und zwei Gerade f und f^; man 
soll einen Punkt P konstruieren, so dafs das Quadrat seines Ab- 
standes von zum Produkte seiner Entfernungen von f und fj in 
einem bestimmten Verhältnisse (i steht. 

Sind PQ und PQ^^ die Abstände des Punktes P von f und fi, 
also PO^ : PQ . PQ^ = f*, so zerlege man (i in (i^ . (i^ und kon- 
struiere P als Durchschnitt der Örter, für welche PO : PQ = fii . 
und PO : PQi = fig ist. Diese Örter sind zwei Kegelschnitte mit 
dem gemeinschaftlichen Brennpunkte P und den Leitlinien f und f^. 
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85. Verbindet man die Punktpaare AA^, BB^^ CC^^ . , . 
einer Punktinvolution auf der Geraden g mit zwei festen Punkten 
P und P durch die Strahlenpaare 

aoi, &&1, ccj, . . . und aa\^ &'V> ^'^i\ • • • 
80 liegen die Schnittpunkte 

a und «1 , » und »1, e und ©1, . . . von 
aa^' und a'a^, 66/ und J'^j, cc/ und c'cj, . . . 
auf einem Kegelschnitte fö. 

Ist Qq der Schnittpunkt von 81 Äi und Pq derjenige von g 
mit PP\ so sind PP' durch öo-''^o harmonisch getrennt und die 
Geraden S3S5i, SS|, . . . müssen durct §q gehen. 

Aus den Eigenschaften der vollständigen Vierseite 
AA^^^^PP' und JB^i»»iPP' 

« 

folgt, dafs die Punktpaare 8l8li, S3S5i, PP' durch Co iind ^r harmo- 
nisch getrennt sind. Es liegen also ÄSliSS^PP' auf einem Kegel- 
schnitte ff, in Bezug auf welchen Qq und g Pol und Polare sind. 
Daher liegen 6^(£i, ... . auch auf diesem Kegelschnitte. 

86. Gegeben sind zwei Strahleninvolutionen mit den Scheiteln 
8 und S^] man soll eine solche Gerade suchen, welche von beiden 
in derselben Punktinvolution geschnitten wird. 

I. In einer harmonischen Verwandtschaft, in welcher SSj^ die 
Mittellinie ist, sind den Involutionen zwei andere verwandt, deren 
Scheitel @ und ©^ im Unendlichen liegen. Es seien ^ und ^j die- 
jenigen Strahlen, welche dem gemeinsamen Strahle ©©^ =9» 
involutorisch zugeordnet sind. Von jedem der beiden Büschel wird 
jede Gerade in einer Involution geschnitten, deren Centralpunkt 
auf ^ resp. g^ liegt. Durch den Schnittpunkt 81 von ö und g^ 
seien a und a^ diejenigen Geraden, welche auf ^ bezüglich j^j senk- 
recht stehen. Die Involutionen auf ihnen mögen die Potenzen 
Pa und Pa^ haben; bilden g und §^ den Winkel a und bestimmt 
man einen Winkel aus der Gleichung 



sin X l/^^ 

sin ((F — a;) V Pa, 



SO ist die Gerade durch 8t, welche gegen g unter dem Winkel x 
geneigt ist, eine solche, dafs die Involutionen, in denen sie von 
den Strahleninvolutionen @ und ©^ geschnitten wird, zusammen- 
fallen. Die harmonisch verwandte Gerade ist die gesuchte. 

26* 
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II. Dem gemeinsamen Strahle Sq = 88^ entsprechen / und s^ 
in den Involutionen; man suche in beiden diejenigen Strahlenpaare 
aa und aid/, so dafs 

SqS aa und Sq s^ a^ a^ 

harmonisch sind, dann sind die Geraden, welche die Schnittpunkte 

(s's/), (afli), (aa^) oder (55/), {aa^)^ (,^1^) 

verbinden, die gesuchten. 

87. Auf einem Kegelschnitte K seien AAi zwei feste Punkte, 
aufserdem sei P ein beliebiger dritter fester Punkt, der nicht auf 
K liegt. Um P drehe sich eine veränderliche Gerade py welche 
K m QQi schneidet, dann , durchlaufen die Schnittpunkte OQ^ 
von AQ und A^Q^, AQ^ und A^Q einen Kegelschnitt S. 

I. Wenn p die Gerade AA^ in Qq schneidet, so ist DDi die 
Polare von Qq in Bezug auf JT, also schneiden sich bei der 
Drehung von p um P die Geraden DDj im Pole ^ von AA^ 
für K 

Es sei p' eine andere Lage von p und sind Q' Q^ ihre Schnitt- 
punkte mit K, £l'D/ die Schnittpunkte Yon AQ' und A^Q^^ A^Q' 
und AQi', In dem Sechsecke 

seien SK, 91, $ die Schnittpunkte von AD, und -ijD/, -^lOj 
und ASX, Döi und Ü'O/. 

Da man AD, mit ^Q, A^Di mit ^|Q', ^lO^ mit A^Q, 
AD' mit -4^ verwechseln kann, AQ und ^j^ sowie A^Q 
und -4§' sich auf der Polare des Schnittpunktes von AA^ und 
QQ' schneiden, auf dieser Polare aber auch der Pol ^ von AA^ 
liegt, so ist ^OD^wiiO^'O' ein Pascalsches Sechseck. Seine 
sechs Ecken liegen auf einem Kegelschnitte &, 

Es mag DDi die Gerade AA^ in Do schneiden, dann ist 
QQ^ die Polare von Do in Bezug auf & und deshalb P der Pol 
von AAj^ für ff. 

Wenn p' in die Lage p" gelangt, D'D/ in die Lage CO^" 
kommen, so liegen auch die sechs Punkte 

ADD,A,D"D," 

auf einem Kegelschnitte, in Bezug auf welchen auch P und AÄi 
Pol und Polare sind; deshalb fällt dieser Kegelschnitt mit ff zu- 
sammen und alle Punkte DDi liegen auf demselben. 

87a. Mit Hufe der Aufgabe 86. hat man folgenden Beweis 
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für 87, falls P innerhalb des Kegelschnittes liegt, die Involutionen 
also keine Doppelstrahlen haben. 

Man schneide die beiden Involutionen in Ä und A^ durch 
diejenige Gerade g^ welche von beiden in derselben Punktinvolution 
geschnitten wird , suche diejenigen beiden Punkte und 0\ welchen 
alle Segmente zwischen den Punktpaaren der Involution auf g 
unter rechten Winkeln erscheinen, so sind in einer harmonischen 
Verwandtschaft mit den Centrum und der Mittellinie g den In- 
volutionen (Ä) und (Ai) zwei cirkulare Involutionen verwandt und 
der Kurve der Schnittpunkte DD^ ist ein Kreis verwandt, also 
ist diese Kurve ein Kegelschnitt. 

87b. Wenn die Involutionen Dopptßlstrahlen haben, so ergiebt 
sich der Beweis auf folgende einfache Art. 

Da in diesem Falle P aufserhalb des Kegelschnittes K liegt, 
so lassen sich von P zwei Tangenten PM und PN an K ziehen und 
A{MISfQQj) sowie Ä^(MNQQi) und deshalb auch Ä{MND,€l^) 
sowie Äi(MND,Oii) sind je vier harmonische Strahlen, also liegen 
AÄ^MNClOii auf einem Kegelschnitte ff, für welchen, wie sich 
unmittelbar aus der Konstruktion ergiebt, P und ÄÄ^ Pol und 
Polare sind. Ändern sich DDi in D'D/, so liegen auch 
AÄiMNDfOn' auf einem Kegelschnitt ff', für welchen P und 
AÄ^ Pol und Polare sind, der also mit ff zusammenfällt. 

*87c. Mit Zuhilfenahme projektivischer Beziehungen ergiebt 
sich folgender Beweis: 

Aus der involutorischen Eigenschaft folgt 

^(Ö . . . Ol . . .) A MQi . . . Ö . . .) A A(Qi ...«...), 

also liegen 00^... mit AÄ^ auf einem Kegelschnitte. 

88. Alle durch P und ?ß gezogenen Sehnen eines der beiden 
Kegelschnitte K und ff werden durch den anderen harmonisch 
geteilt. • 

89. Ist M(aaihhiCCi . . .) eine Involution und fällt man aus 
einem Punkte P auf a die Senkrechte a und bringt sie in A mit 
öl zum Durchschnitte, so durchläuft A einen Kegelschnitt, wenn 
a das involutorische Büschel durchläuft. 

Die Fufspunkte der Senkrechten aus P auf a und a^, h und 
&!,... seien 21 und Stj, S und S^, . . . und liegen auf einem 
Kreise mit dem Durchmesser MP'^ diese Senkrechten selbst bilden 
eine Involution und daher treffen sich die Geraden StStj, SSSj,. . . 
in einem Punkte ?ß und folglich ist nach 87. der Ort des Punktes 
A ein Kegelschnitt. 
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90. Das Narfnälenproblem. 

Ist M^aa^hh^cci , . .) die Involution hmjugierter Durch- 
messer eines Kegelschnittes K, fällt man aus einem beliebigen Punkte 
P die Senkrechten auf ahc . , . und bringt sie mit a^b^c^ .*, . in 
ABC . . , zum Durchschnitte, so liegen diese Punkte auf einer gleich- 
seitigen Hyberbel ft, welche K in solchen Punkten schneidet, dafs 
ihre Verbindungslinien mit P die Normalen von P sind. 

Sei Q einer der Schnittpunkte von K nnd ft, q^ der durch 
ihn gehende und q der konjugierte Durchmesser, so mufs der letz- 
tere parallel zu der Tangente t durch Q sein, und da PQ auf q 
senkrecht steht, so mufs es auch auf t senkrecht stehen und 
somit ist PQ eine Normale von K. Da K und ß im Allgemeinen 
vier Schnittpunkte haben, so lassen sich durch einen Funkt im 
Allgemeinen vier Normalen an einen Kegelschnitt legen. 

Die Senkrechte auf eine der Axen trifft die andere im Un- 
endlichen; somit hat % zwei im Unendlichen in senkrechten Rich- 
tungen liegende Punkte und ist eine gleichseitige Hyperbel, deren 
Asymptoten mit den Axen von K parallel sind. Also folgt: 

Von einem Punkte P lassen sich an einen Kegelschnitt im All- 
gemeinen vier Normalen ziehen^ deren Fufspunkte auf einer gleich- 
seitigen Hyperbel ft liegen, welche die Axen von K zu Asymptoten- 
richttmgen hat. 

Diese gleichseitige Hyperbel geht durch P und den Mittel- 
punkt M des Kegelschnittes. Fällt man die Senkrechte aus P 
auf den zu PM konjugierten Durchmesser, welcher der Polare p 
von P parallel ist, so ist sie, wie sich aus der Entstehung der 
gleichseitigen Hyperbel ergiebt, die Tangente derselben in P 
und ebenso findet man als Tangente in M den konjugierten Durch- 
messer zu dem auf MP in M senkrechten Durohmesser. 

91. Die gleichseitige Hyperbel S geht durch d^ Mittelpunkt 
M von K und durch seine unendlich fernen Axenpunkte A^ und 
B^ , also durch ein Poldreieck von K Sind BS zwei Punkte von 
ft und konjugiert in Bezug auf K^ ist T der Pol von BS^ so sind 
BST die Ecken eines Poldreieoks und liegen mit MA^B^ auf 
einem Kegelschnitte, also auf $ (193). Es giebt daher unend- 
lich viele Poldreiecke von -BT, welche der gleichseitigen Hyperbel 
fö eingeschrieben sind. 

Die sechs Seiten der beiden Poldreiecke MA^B^ und BST 
berühren einen Kegelschnitt $, der natürlich eine Parabel ist, 
weil er die unendlich ferne Gerade A^ B^ zur Tangente hat. (196.) 
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Da aber die Polaren der Punkte von ^ in Bezug auf K einen 
Kegelschnitt umhüllen, dieser aber mit $ sechs gemeinschaftliche 
Tangenten hat, so mufs er mit der Parabel $ zusammenfallen: 

Die gleichseitige Hyperbel Ä umd die Parabel 5ß sind Polar- 
figuren in Bemg auf den Kegelschnitt K. 

Ist Q einer der Schnittpunkte von K und ß, so mufs die 
Tangente t in ihm die Parabel ^ berühren und da PQ auf t senk- 
recht steht, so hat man eine zweite Lösung des Normalenproblems 
mittelst der Parabel ^. Die Berührungspunkte der gemeinschaft- 
lichen Tangenten des Kegelschnittes K und der Parabel ^ sind 
die Fufspunkte der Normalen aus P. 

92. Die Polarinvolution konjugierter Strahlen in P bezüglich 
K hat zwei zu einander normale Strahlen n und n^, welche die 
Polare von P in j^ und N^ schneiden mögen, so dafs also iV^ der 
Pol von n und N derjenige von w^ ist. Zieht man durch M die 
zu n und n^ parallelen Durchmesser d und d^^ konstruiert die zu 
ihnen konjugierten Durchmesser d' und d^', so sind die Schnitt- 
punkte (nd^) und (w^d') Punkte der gleichseitigen Hyperbel. Die 
Polare des ersteren mufs durch N^ und den Pol von d^ gehen, 
der auf d^ im Unendlichen liegt, also der Schnittpunkt von n^ 
und d^ ist. Deshalb ist n^ die Polare des Punktes {nd^) und n 
diejenige des Punktes (n^d'), d. h. die Punkte {nd^) und (w^d') 
fallen mit den Punkten ^ und JV^, in denen die zu einander nor- 
malen konjugierten Strahlen des Punktes P die Polare von P 
treffen, zusammen: 

Die gleichseitige Hyperbel S schneidet die Polare des Punktes 
P in ihren Schnittpunkten mit den konjugierten Normalstrahlen des 
Punktes P. 

Das Poldreieck NN^P bezüglich des Kegelschnittes K ist der 
gleichseitigen Hyperbel ß eingeschrieben, also der Parabel ?ß um- 
geschrieben: 

Die Parabel 5ß berührt die konjugierten Normalstrahlen des 
Punktes P. 

Man kennt also von der Parabel ?ß zwei Paar senkrechter 
Tangenten, nämlich die Axen von K im Punkte M und die kon- 
jugierten Normalstrahlen in P. Daher ist MP die Leitlinie der 
Parabel. (214.) 

Im Punkte P ist die Senkrechte auf die Polare p dieses 
Punktes die Tangente der gleichseitigen Hyperbel, ihr Pol P' also 
der Berührungspunkt von p mit der Parabel. Ist F der Brenn- 
punkt der Parabel und fällt man P'§' senkrecht auf die Leitlinie 
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MP, 80 ist P'Q' = P'F. Die Tangente p ist aber die Mittel- 
senkrechte von (?'jP(210b.), also kann man den Brennpunkt JP finden: 
Die Parabel 5ß hat die Gerade PM zur Leitlinie; fällt man 
aus dem Berühru/ngspunkle P' der Parabel mit der Polare p die Senk- 
rechte P*(^ auf die Leitlinie, so ist der Spiegelpwikt von Q' in Bezug 
auf p der Brennpunkt. 

93. Wie ändert sich die Konstruktion, wenn der Kegelschnitt 
K selbst Parabel wird? 

94. Von einem Punkte P an einen gezeichnet vorliegenden 
Kegelschnitt die Normalen mit Cirkel und Lineal zu konstruieren. 

95. Das zweite Kepplersche Gesetz. 

a. Ein Bunkt bewege sich auf einem Kegelschnitte ^ in Folge 
der Wirkung einer beschleunigenden Kraft 9, deren Richtung be- 
ständig durch den einen Brennpunkt B geht. Wie ändert sich 
dieselbe für die verschiedenen Entfernungen des bewegten Punktes 
vom Brennpunkte? 

Zu einer bestimmten Zeit befinde sich der Punkt in C (Figur 
125. auf Seite 207); in C konstruiere man den Krümmungskreis, 
dessen Mittelpunkt iC und dessen Radius CK=r sei. In dem betrach- 
teten Moment r fällt die Bahn des bewegten Punktes für eine sehr 
kleine Strecke a mit einem Bogen des Krümmungskreises zusammen. 
Hat der Punkt in C die Geschwindigkeit v und bezeichnet man 
den Winkel BCK mit co, so ist die Normalkomponente der Be- 

schleunigung 9 . cos w = — . Der Radius Vektor BG beschreibt, 

wie bei jeder Centralbewegung in gleichen Zeiten gleiche Flächen; 
nennt man den Inhalt der von ihm in der Zeiteinheit diirchlaufenen 
Fläche \ y^ so legt er in der Zeit x die Fläche \ y -t zurück. 
Diese ist aber ein Dreieck, dessen Grundlinie der Kreisbogen 6 
und dessen Spitze B ist. Von letzterer fälle man p senkrecht auf 
die Verlängerung von <t, also auf die Tangente in C, so ist 

Die Geschwindigkeit in C ist v = — «= -^ , also erhält man 

% p 

für die Normalkomponente der Beschleunigung 

q> . cos Cd = — = —i — . 
^ r p^ , r 

Nach 343. ist, wenn man BG ^^ q setzt, 

b 61» 

j, = ^ . cos w, cos (ö = ^ , r = -^-jj 

daher cp = -, — = -5 »— = '—r— . -, . 

^ I?* . r . cos (0 9 • T . cos' co 6 ^* 
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Demnach ist die beschleunigende Kraft in jedem Augenblicke dem 
reciproken Quadrate der Entfernung proportional. 

b. Ein Punkt bewegt sich auf einer Geraden g ^= O^N^ mit 
der konstanten Geschwindigkeit v. In einem bestimmten Moment 
befindet er sich (Fig. 125) in C und wird von einer beschleu- 
nigenden Kraft 97, deren Eichtung stets durch einen festen Punkt 
B geht und welche dem reciproken Quadrate der Entfernung pro- 
portional ist, angezogen. Welches ist seine Bahn? 

Die Normale in C bilde mit der Richtung g den Winkel w; 
dann ist die Normalcomponente von qt gleich q> . cos a>. Man be- 

stimme eine Strecke r aus der Gleichung — = 9 . cos co und schneide 

diese gleich CK auf der Normale ab, so kann man einen Kegel- 
schnitt ^ konstruieren, welcher g m C berührt, B zum Brenn- 
punkte und K zum Mittelpunkte des Krümmungskreises hat. 

Um die Axe dieses Kegelschnittes zu konstruieren, föUe man 
(Siehe 343. die Newtonsche Konstruktion) KEl. OB und EO ± CK, 
so ist ein Punkt der Hauptaxe. Den zweiten Brennpunkt B^ 
erhält man aus der Bedingung, dafs die Normale den Winkel 
BCB^, welchen die beiden Brennpunktsstrahlen bilden, halbiert. 
Dadurch aber ist der Kegelschnitt S bestimmt. Wenn sich nun 
auf diesem ein Punkt bewegt in Folge der Wirkung einer Kraft q>^ , 
deren Richtung stets durch B geht, so ist die Beschleunigung dieses 
Punktes dem reciproken Quadrate der Entfernung BC = ^ pro- 
portional. Hat dieser Punkt in C dieselbe Gröfse und Richtung 
der Geschwindigkeit v, so ist die normale Beschleunigungskomponente 

€p^ . COS 0= — , also auch tp^ = 9. Mithin mufs die Bewegung 

auf dem Kegelschnitte ^ identisch mit derjenigen sein, welche die 
Kraft ip hervorruft. 

Es erübrigt noch zu bestimmen, unter welchen Bedingungen 
der Kegelschnitt S Ellipse, Parabel oder Hyperbel wird. Da bei 
einer Ellipse beide Brennpunkte auf derselben Seite einer Tangente, 
bei einer Hyperbel auf entgegengesetzten Seiten liegen, so ist S 
Ellipse, wenn B^ auf derselben Seite von g liegt wie B, Parabel, 
wenn B^ ins Unendliche Mit und endlich Hyperbel, wenn B^ und 
B auf entgegengesetzten Seiten von g liegen. Um diese Bedingungen 
durch die Konstanten der Bewegung auszudrücken, denke man sich 
in Fig. 125. durch B die Parallele zu CB^ gelegt, welche die 
Normale CK in J schneiden mag^ so ist für die 

MiLiNOWSKi, Kegelschnitte. 26** 



CO — 


V* . o' . cos ÜD 


^ ^ V* . p' . cos CO 


p* . cos Ol (^ 
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Ellipse: CO < CJ 

Parabel: CO = CJ 

Hyperbel: CO > CJ, 

Da ^ J9 J"C = JCB^ = JCB, so ist A JBCJ gleichschenklig und 
CJ = 2 ^ . cos CO. 
Aus 343. folgt: 

^ - 9 V* . cos *fl) t?'' . cos CO 

00 = w == r . cos ^Q) = = . 

(p . cos (o 9 

Bezeichnet man mit (i einen konstanten Faktor, so ist 

1 
9 = (^' -i'i 

daher 

und CO — CJ = • X •— - — 2 ^ . cos Q) 

^ cos«, ■ 

Da ^— ^ positiv ist und der Kegelschnitt ^ Ellipse, Parabel 

oder Hyperbel ist, jenachdeni CO — CJ" negativ, Null oder positiv, 
so hat man als Endbedingung: Der Kegelschnitt S ist Ellipse, 

Parabel, Hyperbel, jenachdem v^ ^ — ist. 

96. Das Kreisnetz. 

Sind O^OgOg drei Kreise, die nicht demselben Büschel ange- 
hören, so liegt ihr Potenzcentrum P entweder aufserhalb oder 
innerhalb aller drei Kreise. Im ersten Falle haben die Kreise 
einen reellen, im anderen einen imaginären Orthogonalkreis; es 
seien Pr und P,- diese Kreise; den letzteren kann man durch den- 
jenigen Kreis Pd ersetzen, der die Kreise 0^^02 0^ unter dem 
Durchmesser schneidet. 

Es giebt unendlich viele Kreise, welche den Kreis Pr recht- 
winklig schneiden; ihre Gesamtheit heifst Kreisnetz oder Kreis- 
bündel. Alle Kreise desselben, deren Mittelpunkte auf einer Ge- 
raden g liegen, bilden ein Kreisbüschel, denn sie schneiden den 
Kreis Pr und die Gerade g rechtwinklig (33.). Im Netze giebt 
es also unendlich viele Kreisbüschel; je zwei müssen einen Kreis 
gemeinschaftlich haben, dessen Mittelpunkt der Schnittpunkt der 
Centralen der beiden Büschel ist. 

Haben die Kreise keinen reellen Orthogonalkreis, so werden 
sie von einem Kreise Pa unter dem Durchmesser geschnitten. Es 



Sätze und Aufgaben« 41 1 

giebt unendlich viele Kreise, welche Pa nnter dem Durchmesser 
schneiden. Sind OmOn irgend zwei solcha Kreise, so mufs ihre 
gemeinschaftliche Sehne durch Pa gehen. Ist Pj ein zweiter Punkt 
derselben, so läfst sich auch um ihn ein Kreis Pj ziehen, der von 
Om nnd Oft unter dem Durchmesser geschnitten wird; alle Kreise 
des Büschels {OmOn) schneiden aber Pd und Pj unter dem Durch- 
messer (47a.). In der Gesamtheit der Kreise, welche Pd unter 
dem Durchmesser schneiden, kommen unendlich viele Büschel vor; 
je zwei derselben haben einen Kreis gemeinschaftlich , dessen Mittel- 
punkt wieder der Schnittpunkt der Centralen der Büschel ist. 
Somit hat die Gesamtheit aller Kreise, welche einen Kreis unter 
dem Durchmesser schneiden, analoge Eigenschaften, wie die Ge- 
samtheit der Kreise, welche zu einem anderen orthogonal sind; 
auch sie bilden ein Netz. 

Hat man umgekehrt eine Gesamtheit von unendlich vielen 
Kreisen (2^) in der Lage, dafs je zwei derselben ein Büschel be- 
stimmen, dessen Kreise jener Gesamtheit angehören, so läfst sich 
zeigen, dafs alle Kreise der letzteren einen Kreis entweder recht- 
winklig oder unter dem Durchmesser schneiden. 

Sind O^O^O^ drei beliebige jener Kreise und ist Pr ihr reeller 
Orthogonalkreis, so gehören alle Kreise des durch Pr bestimmten 
Kreisnetzes (^) zu jener Gresamtheit (2J); es fragt sich nur, qb 
in der letzteren nicht Kreise enthalten sind, die im Netze {N^ 
nicht vorkommen. Ist Ox ein beliebiger Kreis von (2J), so gehört 
er unendlich vielen Büscheln an; irgend eines derselben hat mit 
jedem der Büschel (OjOg), (OgOg), (OgOj) einen Kreis gemein; 
es seien dies die Kreise 0^2, Ogg, Ogj. Da der Kreis Pr diese drei 
Kreise senkrecht trifft, so mufs er auch Ox orthogonal schneiden 
und Ox gehört somit dem Netze an. 

Schneiden irgend drei Kreise von {Zl) einen Kreis Pd unter 
dem Durchmesser, so thun dies alle und bilden somit ein Netz. Also: 

Die Gesamtheit aller Kreise von der Lage, dafs je zwei der- 
selben ein Büschel bestimmen, dessen Kreise jener Gesamtheit ange- 
hören, y/nd dafs irgend zwei solche Büschel einen Kreis gemein- 
schaftlich haben, bildet ein Kreisnetz, 
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Seite 5, Zeile 22 uod 23 von oben: E statt M, F statt N, 
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1 von oben: P statt M. 
16 „ „ a statt a. 
19 „ „ Polarsystems statt Polarsystem. 

7 „ nnten: X statt IT. 

3 „ ,^ Zieht man nämlich in B und J9j die Senk- 
rechten zu BD und B^D^, so sind dieselben (248) die Polaren von D 
und Dl in Bezug auf den Kegelschnitt und den Kreis, letzteres, weil 
JE El BD harmonisch sind. Die Geraden, welche den Schnittpunkt jener 
Polaren mit F und F^ verbinden, sind also gleichzeitig Tangenten an 
Kreis und Kegelschnitt (249 b.). 



